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PREFAŢĂ 


Prezenta lucrare formeazá volumul al doilea al cursu- 
lui de Mecanică raţională, pe care l-am predat la Facul- 
tatea de Științe a Universităţii din Chuj. L-am întitulat: 
Dinamica, dar cititorul va vedea cá el coprinde si tot ce 
se referă la echilibrul solidelor şi sistemelor materiale, cu 
alte cuvinte coprinde si întreaga Statică. 

Ca și pentru volumul de Cinematică, am căutat să dau 
redactării Dinamicei cât mai multă preciziune şi claritate, 
pentru ca tinerii cititori, cărora mă adresez, să aibe sa- 
tisfacţia de a înţelege tot ce vor citi, fără greutate si fără 
opriri care să le consume timpul în mod inutil. Dacă voi 
fi izbutit, aceasta va fi spre cea mai mare mulțumire а 
mea, căci numai pentru a fi folositor tineretului am luat 
osteneala de a scrie aceste cărți. 


Ultima parte a volumului de față“ tratează despre 
Mişcarea proectilului în jurul centrului său de greutate, 
Aceasta ca aplicafiune la un caz concret a teoriei mișcării 
unui solid în jurul unui punct fix, desvoltată într'un ca- 
pitol anterior, 

Despre mișcarea proectilului ín jurul centrului său 
de greutate, pe timpul când proectilul se mișcă în aer. s'a 


fas 


scris mult în Franţa, Germania şi Italia. Cu deosebire de 
interesant în această privință este Mémorial de PArtille- 
rie Française, tome VI, 5-e fascicule, din 1927, consacrat 
în întregime numai acestui subiect, pe care îl lratează pe 
rând şi independent unul de altul, mai mulți autori spe- 
cialişti 1), 

Primele şi cele mai importante lucrări asupra teoriei 
mişcării proectilului în jurul centrului sáu de greutate 
sunt însă acelea datorite lui M. de Spurre, la care se referă 
tofi autorii din urmă. Dela. 1875 când era Locotenent de 
Artilerie şi până în 1924, M. de Sparre, printr'o serie de 
Memorii apărute atât în Mémorial de 1 Artillerie de Ma- 
rine cát si în diferite Buletine ale Societăților savante, a 
desvoltat în adevăr această teorie aga cum nu făcuse nimeni 
înaintea sa, ajungând să lămurească mişcarea axului pro- 
ectilului -şi să determine influența asupra acestei mișcări 
a numeroase cauze de perturbări iniţiale sau de defecte de 
construcţie a proectilului. 

Lucrările lui M. de Sparre, си care am luat contact 
personal încă din anul 1899, îmi sunt familiare și le-am 
citat necontenit în cartea mea de Balistică Exterioară, 
din acel an. Studiul asupra mișcării proectilului în jurul 
centrului său de greutate, din volumul de faţă, se bazează 
atât pe lucrările lui M. de Sparre publicate până în 1924, 
cát si pe alte lucrări din ultimul timp printre care acelea 
ale Profesorului Esclangon si ale Lt.-Colonelului Dufré- 
nois, Profesor la Școala Superioară technicá a Artileriei 
dela Paris. Cum nimeni dela noi din јата n'a tratat acea- 
stă grea chestiune înaintea mea, nădăjduesc că prin lu- 
crarea ce prezint, în forma precisă gi clară pe care i-am 
dat-o, voi aduce un real serviciu tineretului, punându-l 
în curent cu una din cele mai interesante aplicafiuni ale 
teoriilor de Mecanică rațională, chiar ín coprinsul unui 
Curs. de această specialitate. 


1) Charbonnier, Esclangon, Burzio, Sugot, Cranz şi Schmundt. 
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In coprinsul cărții mă ocup de altfel incidentul şi 
de alte câteva chestiuni importante de artilerie, cum sunt 
acelea privind particularitățile curbei balistice, deviația 
proectilelor din cauza învărtirii pământului şi percu(iile 
tunurilor la trageri, care au raport cu conalrucția afetelor 
şi a frânelor de tunuri, reamintind. proeclul meu pentru 
construcția afetului destinat (evilor de tunuri de 150 "fu 
scoase din forturile cetății București, precum gi calculele 
mele referitoare la construcția frânei de (ragere a tunului 
antiaerian de 52 "|, cu tragere repede, care poartă nu- 
mele meu. 3 

Am profitat în sfârşit de această ocazie, pentru a 
da publicității rezultatele obținute la tragerea de expe- 
rienfá din 25. IV. 1940 cu un proectil de 75 "|m tip Fran- 
cez din serviciul armatei noastre, căruia adăogându-i peste 
ogivă o coafă de un profil special calculat de mine, i s'a 
putut mări bătaia cu 22%, ceea ce părea de necrezut, 

Am stabilit astfel, împotriva celor susținute de mulți 
eminenfi balisticieni 1), că: Bătaia unui proectil depinde 
foarte mult de profilul ogivei sale, care trebue studiat 
cu îngrijire. " 

$i la această concluzie am ajuns nu în anul 1940 când 
a avut loc tragerea de experiență dela poligonul Sudifi, 
dar încă din anul 1951 căci atunci am cerut eu Ministe- 
rului de Război, printr'un raport cu data de 26 Ianuarie, 
ca să aprobe executarea coafelor mele, potrivit desenurilor 
ce am înaintat si experimentarea lor la trageri, raport care 
se termina prin următoarea frază categorică: „Acesta fiind 
rezultatul general al studiului meu, am onoarea a vă pro- 
pune să binevoifi a-mi da posibilitatea să verific prin 
trageri rezultatele la care m'au condus studiile teoretice, 
în credința pe care o am că voi izbuti a mări toate bă- 
tăile proectilelor noastre cu cel puţin 20%“, 

Și experiența a confirmat teoria. ` 


1) Cranz şi Balistica sa Exierioară, Revista Artileriei, Осі, 1959, 


у 


Inchei această prefaţă mulfumind călduros d-lor: 

D. Pompeiu, Profesor Universitar şi membru al Aca- 
demiei Române; 

C. Popovici, Profesor Universitar și Directorul Ob- 
servatorului Astronomic din București; 

V. Vâlcoviei, Profesorul cursului de Mecanică la Fa- 
cultatea de Științe din Bucureşti şi Directorul Institutului 
Aerodinamic; ^ 

care au binevoit a onora cartea mea cu cáte una 
din lucrările d-lor personale, pe cáre le public la sfârșit, 
sub formá de Note. 
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PARTEA 1. 


MIŞCAREA ŞI ECHILIBRUL UNUI 
PUNCT MATERIAL. 


I. INTRODUCERE. 
1. PRINCIPII FUNDAMENTALE. 


1. Axe fixe. Cinematica studiază, după cum s'a. văzut, 
mişcarea sistemelor geometrice, Teoremele ei au caracterul 
adevárurilor absolute si sistemele de àxe la care se raportează 
mişcările pot fi alese în mod arbitrar. 

Dinamica se ocupă cu mişcarea sistemelor materiale, a 
căror molecule iau numele de puncte materiale. Aşa dar, punctul 
material este o porțiune de materie de dimensiuni neglijabile, 
şi ca atare, poziția lui față de un sistem de axe cordonate se 
raportează întocmai ca şi aceea а unui punct geometric. 

Cum ín natură materiile prezintă o varietate infinită, 
punctele materiale vor fi si ele diferite, după sistemul sau cor- 
pul din care fac parte. 

Dinamica se bazează pe câteva principii fundamentale, 
deduse din observarea migeárii corpurilor din natură, unele față 
de altele, însă aceste principii nu sunt riguros adevărate decât 
în mişcările absolute raportate la sistemul de axe având ca 
origină centrul de greutate al sistemului solar și axele îndrep- 
tate spre 3 stele fixe ale boltei cereşti. Centrul de greutate al 
sistemului solar coincide de altfel, în mod aproximativ, cu cen- 
trul soarelui. Sistemul de axe astfel. definit, este considerat ca 
un sistem absolut fix, pentru orice mişcare. din interiorul siste- 
mului solar, asupra căruia, stelele, din cauza, enormei depărtări 
la care se găsesc, se admite că nu au пісі o influenţă. sensibilă. 
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2. Principii fundamentale. Principiul /-iu: Un punct material, 
care ar exista singur în spațiu, тағ putea dobândi nici-o accele- 
rajie. 

Principiul acesta cunoscut sub numele de „principiul iner- 
Бе“, mai poate fi enunțat și astfel: Un punct material izolat, 
nu-şi poate modifica singur starea lui de repaus, sau mărimea, 
direcția şi sensul vitezei de care ar fi animat, aşa că faţă de 
sistemul fix de axe, mişcarea lui n'ar putea fi decát nulá sau 
rectilină si uniformă. 

Principiul al Il-a: Două puncte materiale izolate, animate de 
viteze oarecare, determină, unul asupra celuilalt, accelerațiuni în- 
dreptate pe dreapta care le unește și de sensuri contrarii, 

Acest principiu trebueste înţeles astfel: Orice punct material 
A, exereită o influență asupra mișcării unui alt punct material 
B şi invers, influenţă care se traduce prin dobândirea acelera- 
{ог w, şi wp îndreptate pe dreapta AB, în sensuri contrarii. 


[A 4 
pei es w, А ре: Bam 
UA BN B UR в ) 
Up ъ 
Fig. 1 . Fig. 2 


Principiul al III-a: Raportul valorilor numerice ale accelera- 
fiilor, ce determină două puncte materiale unul asupra celuilalt, este 
constant. : : 

Aceceleraţiile pe care donă puncte materiale А si B le 

-determină unul asupra celuilalt pot fi datorite atracţiunei unì- 
versale, electrizărei punctelor A şi B, presiunei mutuale a acestor 
puncte, ete. 

Principiul trebue înţeles în sensul ой oricare ar fi con- 


n Vp 
д Ше fizice care produc acceleraţia, raportul V, pentru cele 


două puncte considerate .А si B, rămâne întotdeauna acelaşi, 
cu toate că acceleraţiile wp şi w, pot varia odată ou condiţiile 
fizice ce le dau naștere, Ў 
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Uy w m 
Aşa dar m, == const., sau ceea ce este tot una: — = —^ 
A WA. Wa 

în care m, va reprezenta un număr ales în mod arbitrar, iar тр un 
număr: determinat, depinzând numai de natura punctelor A şi B. 

Dacă punem în prezența, punctului A, nu punctul B, ei un 
alt punet material €, vom avea deasemenea, oricare ar fi 

е EA 10 т 3 © 
valorile aceeleraţiilor: —.,— —^ în care m, va fi numărul ales 
° 104 тс А 
la început, iar тү, un număr caracterizând natura cuplului de 
punete À si C. 


Pentru alte puncte D, E, F, etc., puse în prezenţa lui A 


se vor obţine alți numitori mp; my, ... тк з... aṣa că în gene- 

. wj m erf tT. 

ral vom putea serie = = A ; în care m, ya fi cel dintâi 
Wa mg 


număr, iar mg numărul corespunzător indicelui к din şirul: 
тд, Тру Mgrs. Шү,... у ; 

Complectarea principiului al III-a: Raportul acceleraţiilor pe 
care două puncte P și Q le determină unul asupra celuilalt, este egal 
cu raportul dintre acceleraţia punctului P și aceia a unui alt punct 
oarecare, spre exemplu punctul A, puse în prezenţă, divizat prin ra- 
portul dintre acceleraţia punctului Q și acceleraţia aceluiași punct A. 


Aceasta revine a zice că raportul acceleratiilor 0р $i wo 
. m . m . 
este egal cu câtul dintre rapoartele— si —^ , adică avem 
: тр * то 
Шр mo 
Uo mp 
Ca urmare imediată, tabloul numerilor 


Ma, Mpy Mose. mgs... 
ne permite de a calcula raportul accelerafiilor a două puncte 
materiale oarecare. Acest raport este egal cu inversul raportului 
numerilor m care corespund їп tablou punctelor considerate. 
Putem remarca analogia dintre proprietățile acestui tablou 
şi acelea'ale tabloului echivalentilor chimici. 


Definijiune. Numerii т, mp, mc,... se numeso massele 
punctelor А, B, C,... Valoarea uneia dintre.ele, spre exemplu 


= 


Ma, poate fi aleasă în mod arbitrar, însă această valoare odată 
aleasă, toate celelalte devin bine determinate. 


Principin! al 10-а: Intr'un sistem constituit din mai multe puncta 
untaniele, cecelerația unuia 'dintre ele, М, se obține făcând suma 
geometrică e accelerațiilon ce ar determina asupra lul M. fiecare 
în parte dn celalalte puncte, potrivit principiului al II-a. 


Observatiune, Principiile de mai sus nu sunt riguros adevă- 
rate decât în mişcările absolute raportate la sistemul de axe fixe 
despre саге am vorbit. In Astronomie, acest sistem se impune 
dela sine, însă pentru mişcările de pe pământ, se ia ca sistem 
Че referință un sistem de axe invariabil legat pământului. Pro- 
cedând astfel, neglijim efectul deplasării centrului pământese 
cum хі efectul rotației terestre, însă eroarea, care rezultă este în 
marei majoritate a cazurilor neglijabilă, după cum vom dovedi 
mai târzii. - 

З. introducerea noțiunii de forţă. Cuvântul de forță nu 
întră în principiile de mai sus si am putea să ne lipsim de el. 
Este totuşi avantajos, din punct de vedere al prescurtărilor, de, 
a tace conventiunea următoare: tă 

Când оп punct M de massi т, pus în prezenţa unuia sau 
maì multor puncte materiale, dobândeşte din acest fapt o acce- 
leraţie w, vom zice cá M se găseşte supus din partea celorlalte 
puncte materiale la o forti, reprezentată printr'un vector MF 
având ca origină punctul M, ca direcţie şi sens direcţia şi sensul 
vectorului Mw al accelerației si ea mărime, sau intensitate, pro- 
ductul mw al massei punctului cu mărimea accelerației. 


еър 


Fig. 3 
Asa dar F=mw în mărime, direoție şi sens, 


Noţiunea, de forţă intervine deci са o noţiune derivată, iar 
Bu са o noţiune primă, 


DP 
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4. Compunerea forţelor, Principiul al IV-a ne dă imediat 
regula compunerii forţelor, Un punet M, lucrând singur asupra 
lui M fi dă acestuia о aecele- | 
rație 101; el produce deci asu- 
pra lui M o forță definită prin 
egalitatea 

F= mw. 
Un alt punet M, lucrând sin- 
gur, produce asupra lui M, їп 
aceleaşi condiții de poziție si 
de viteză, o fortă F,=mw, și aşa mai departe, până la F,=mw, 
datorită acţiunii punctului M,. 

Când toate punctele М,, М,,... M,, lucrează deodată 
asupra lui М, în aceiaşi stare a acestui punet, ca poziţie şi 
viteză, ele fi dau, potrivit principiului al IV-a, o acceleraţie 


(w) = (ш) + (ш,)-Е...-Е (ш) 


Fig. 4 


din care rezultă, prin înmulţire cu m, 
(mw) = (mw,) + (mwa) +... + (mw) . 


Această egalitate arată, că dacă punem F = mw, forța F 


este suma geometrică a forțelor ^ 


Е; = 0р, Fmw, ... Fn = mu, . 


Forţa, Р este zisă rezultantă. Putem, după cum se vede, 
să aplicăm compunerii si descompunerii forțelor care lucrează 
asupra unui același punct, tot céea ce știm asupra compunerii 
şi descompunerii vectoarelor concurente. 


5. Principiul egalității între acţiune şi reacțiune. Princi- 
piile fundamentale ale Dinamicei, sunt datorite în esența lor 
lui Galileu și lui Newton, care au introdus însă în enunfarea 
lor noţiunea de forţă ca о noţiune primă. Forma sub care le-am 
prezentat noi, datează nuniai de vre-o câțiva ani şi а fost in- 
spirată de lucrările lui Kürchhof şi Mach. 

Newton n enunfat, sub numele de principiul egalității în- 
tre acţiune și reacțiune, legen următoare: 


eic 


Dacă un punct A este solicitat de o forță F, datorită pre- 
zenjei unui alt punct B, această forță este îndreptată pe dreapta 
AB și punctul B este supus din partea lui A la o forță F' egală 
$i direct opusă lui F«, 


Е А B F [——ÓPÓ E 


Fig. 5 Fig. 6 


Newton a exprimat acest fapt zicánd сї reacţiunea, este 
egalá și direct opusă acfiwnei. Principiul lui Newton este însă 
coprins, în mod implicit, în principiile ‘fundamentale de mai sus. 

Fie în adevăr două puncte materiale A şi B de masse m 
şi m/, care lucrează unul asupra celuilalt. Potrivit principiilor 
fundamentale, accelerațiile w si w' ale acestor puncte sunt în- 
dreptate ре AB în sensuri contrarii si verifică egalitatea 


ш m 
wmi sau mw = m'w. 
Forţele Е = mw şi F! = m/w, aplicate în punctele A 


şi B, sunt deci îndreptate pe. AB, de sensuri contrarii si de 
aceiaşi intensitate. Ori, aceasta este tocmai legea lui Newton. 

Principiul egalității acțiunii si reacţiunii se aplică imediat 
şi la acțiunile mutuale a două sisteme de puncte S şi S, sub 
forma următoare: à . 


Dacă punctele sistemului S exercită asupra acelora din 
sistemul `8! anumite forțe, invers, punctele sistemului, S! exercită 
asupra acelora din S acțiuni reprezentate prin forțe egale și 
direct opuse celor dintâi. ; 

"Astfel când un cal trage o trăsură, acțiunile şleaurilor 
asupra trăsurei sunt ín tot momentul egale si direct opuse 
acelora ale trăsurei asupra șleaurilor. Când învârtim o piatră 
ținută în mână, acțiunea mânii asupra pietrii este egală si direct 
opusă reacţiunii pietrii asupra mânii. Forța cu care pământul 
atrage luna, este egală și direct opusă aceleia оп care luna 
atrage pământul, ete. 


Dre PE СӘ” 


>н 
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Notă. Fie sub torma modernă, fie sub forma ce le-a dat 
Galileu si Newton, principiile fundamentale ale Dinamicei nu 
pot fi verificate cu preciziune matematică prin experiență, Cea 
mai admirabilă probă a adevărului ce exprimă, o oferă însă 
calculele de Mecanică cerească, referitoare la mişcările planetelor 
din sistemul solar, care condue la rezultate în cea mai perfectă 
concordanţă cu observările astronomice. i 


6. Asupra deviatiunei. Fie М un punct material de mass& 
m, animat în momentul t de viteza v şi w acceleraţia pe саге 
o dă lui M un sistem de puncte materiale. Forţa corespunzătoare 
acestei acceleraţii este F = mw. 

Fie M’ poziţia lui M după 
timpul d£. Se stie că dacă luăm 
М М" = v.dt atunci valoarea prin- 
cipală a segmentului М”М/, zisă 
deviatiune, are ca expresie MM! = 


gw di? direcţia deviaţiunei fiind 


Fig. 7 


aceea a accelerației ло. !) 

Ori aceasta este expresia spaţiului pe care l-ar parcurge 
punctul M în timpul dt, plecând din repaus, dacă acceleraţia 
w, şi deci forța F, ar rămâne constantă în acest interval de 
timp. Pe de altă parte, lungimea MM" — vdt, reprezintă spaţiul 
pe care l-ar parcurge punctul M dacă ar exista singur în spaţiu. 

Putem десі zice că efectul forței F considerată ca con- 
stantă în timpul dt, este acela de a deplasa punctul M, din 
mișcarea sa rectilină gi uniformă de pe tangentă, de cantitatea 
M"M' egală си deviațiunea. я 

Inţelegem acum, motivul denumirei de deviaţiune ce sa 
dat segmentului M" M'. 


: T * 1 " 
Notă. Sá observăm că deviafiunea fiind egală cu tw dt! este un 


infinit mie de ordinul al doilea, pe când deplasarea elementară 


MM”. de pe tangentă este un infinit mic de ordinul întâi. In 


3) Cinematica, pag. 61. 
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Intervalul de timp dt, ofectul forței naupr 
Өнө prin urmare mult mai mie docât nc 
pinot! M, 


n deplasării punctului 
ela datorit vitezei din 


И, DETERMINAREA VALORII NUMERICE A MASSELOR ŞI A 

PORTELOR. DESPRE OMOGENITATE $1 SIMILITUDINE MECANICĂ, 

І. Eohlilbru. Sii prosupunem ей un punct material M este 
supus influenfii unui sistem de mai multe alte punete materiale, 
enro fi comunică astfel de acceleraţii încât suma geometrică a 
Acestora, este nulă. In asemenea condiţii punetul igi va păstra 
mai departe starea lui de repaus stu de mişcare reetilină şi uni- 
formă, Forfolo corespunzătoare aecelerafillor vor avea şi ele o 
sumă geometrică tot nulă şi se va zice că ele îşi fac echilibru, 


2. Greutate $1 atractiune terestră. Experienţa, dovedeşte că 
un punct material abandonat în vid, dela înălțimi miei şi fără 
viteză iniţială, ia în căderea lui, faţă de pământ, o mişcare 

M rectilină, uniform variată, Direcţia căderii ne 
dă ceeace numim verticala, locului. Dacă în- 
semnăm prin m massa punctului şi prin g 


Р valoarea accelerației, forța - care produce 
mişcarea este p=mg şi i se dă numele de 
“greutate. 

Fig. 8 9" 


Dacă punctul, în loe де a fi lăsat să cadă, este ţinut de 
un fir vertical el stă în repaus relativ. Mișcarea lui se gă- 
seşte împedecată, de tracţiunea, firului, care potrivit principiului 
acţiunii şi reacţiunii este egală cu forța care în căderea liberă 
dă punctului acceleraţia g. Greutatea este deci o forță egală 
și direct opusă acestei tracțiuni. 


In presüpunerea că pământul ar sta "nemișcat, punctul 
material susținut de fir ar fi in echilibru sub acţiunea trac- 
fiunii firului şi a atracțiunii terestre datorită, substantii pă- 
mântului. Această atrac(iune ar fi deci egală cu greutatea 
punctului, 


Pen A RR 
v А А 
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Mişcarea pământului dă însă punctului o mişcare ce 
nefiind rectiliná şi uniformă se execută еп o accelerație 
care nu este nulă, In consecinţă, cele două forte care lucrează 
asupra punctului, adică tracțiunea firului şi atracțiunea terestră, 
nu-şi fac echilibru, aşa că în realitate greutatea diferă de 
atrac[iune. Diferența este însă foárte mică şi. poate fi neglijată. 
Vom vedea în adevăr mai târziu că un punct material, căzând 
în vid dela o mică înăHime, ia în raport cu pământul aceiaşi 
mişcare са gi cum pământul ar sta nemigeat gi punota] ar fi so- 
licitat de greutatea sa. 


Greutatea este о forță susceptibilă de müsurátóare şi, acea- 
sta prin măsurarea alungirei pe care o ia un fir spiral sub 
acţiunea, ei. 


3. Cele trei unităţi fundamentale. In Geometrie se între- 
buinţează o singură unitate fundamentală, unitatea de lungime, 
din care derivă unităţile de suprafață si de volum. 


In Cinematică, ne servim de două unităţi fundamentale: 
` unitatea de lungime şi unitatea de timp, din care se dedue uni- 
Пе întrebuințate , pentru măsurarea vitezelor şi accelera- 
tiilor. З А 
In sfârşit in Dinamică, pe lângă unitatea. de lungime `$ї 
unitatea de timp, avem nevoe de о а treia care poate fi ori uni- 
tatea de massă, ori unitatea de forţă. Deci două sisteme diferite 
de unităţi. In cel dintâi, unitatea, de forţă derivă din unitatea 
de massă, pe când în-cel de al doilea unitatea de massă derivă 
din unitatea aleasă pentru forță. * : 


Primul sistem. Unitate de massă. In acest sistem se preci- 
zează mai întâi valoarea numerică a masselor. Acestea se pot 
determina cu o balanță, gratie faptului dovedit de experienţă că 
într'un acelaşi loc al pământului, toate punctele materiale execu- 
tă căderea, lor cu aceiaşi acceleraţie şi au deci massele propor- 
tionale greutăților, potrivit formulei p = mg în care g este асе- 
laşi ori care аг fi punctul sau corpul material considerat.’ 

Faptul ín chestiune nu. poate fi stabilit prin aplicația 


24468 — 2 
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\ 
prineipiilor fundamentale, căci nici unul din aceste principii nu 
conduce la el. De altfel, nu constatăin noi, spre, exemplu, că 
ferul care este mai uşor decât platina, este. mai puternic atras 
de un magnet, cu alte cuvinte că acceleraţia pe care o dă acţiunea 
magnetului asupra ferului este mai, mare, decât aceea pe care o 
dá aceiaşi acţiune asupra platinei, deși platina este mai, grea? 
Tot astfel, atracția pământului ar putea da ferului ó aece- 
leratie diferită decât aceia pe care o dă platinei. După cum am 
spus. însă, experienţa. dovedeşte că formula p = mg se aplică, 
într'un acelaşi loc, tuturor punctelor materiale, ori care ar fi 
massele lor, luând. pentru g aceiași valoare. In particular la 
Bucureşti, valoarea lui'g este egală cu '9,805 metri pe secundă, 
Ea, variază cu latitudinea” locului şi:: cu altitudinea. Т.а: Paris 
g = 9,808, Е 
Massele fiind proporţionale greutăților, se vor compara 
între ele ea şi greutăţile. Unitatea de massi poate fi aleasă in 
mod arbitrar. In sistemul zis C. G. S, in eare unitatea de lun- 
gime este centimetrul si unitatea, de timp secunda sexagesimală, 
se ia ca unitate de massá, massa unui е. m. c. de apă distilată, 
là temperatura de "|-4 grade Celsius, când densitatea apei este 
maximă. Această unitate este zisă gram-massă. Un corp mate- 
rial саге pe o balanță tine în echilibru m centimetri cubi de 
apă, va avea massa egală cu m. : ' 1 
ү. “Dacă în formula generală F = mw, facem m = 1.81 ш = 1, 
văloarea lui F devine egală, cu 1. Deci în sistemul О, G. S. uniz 
tatea de forţă zisă dină, este forţa care lucrând asupra unui 
c.m. e. de apă îi: dă o acceleraţie egală cu:1 centimetru linear. 
Greutatea, unui е. тп. с. de. apă corespunde la ceeace numim 
gram. Rezultă, că la Bucureşti, greutatea-de un gram este egală 
са 980,5 dine, căci această greutate comunică massei de 1 em? 
de apă. o accelerație egală cu 9,805 metri, adică, 980,5, cen- 
timetri. Е a i 


Al doilea sistem. Unitate de forță. In aplicaţiunile Mecani- 
cei, cel mai utilizat dintre sisteme este sistemul zis M. К, S, 
în care unitatea de lungime este metrul, unitatea de timp se- 
eunda, iar unitatea de forţă kilogramul, adică greutatea, Íntr'o 


> 
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localitate, măsurată cu un resort spiral a unui decimetru cub 
de apă distilată, la temperatura + 4° Celsius. 

Acest sistem nu are invariabilitatea celui precedent туу 
rece greutatea unui d. п. е. de apă variază cu latitudinea loca- 
lităţii unde 'se face măsurătoarea. Astfel dacă suspendăm unui 
resort spiral vertical un decimetrü cub de apă la Paris, resoptul 
se întinde ceva mai mult decât s'ar întinde la Bucureşti sub 
acţiunea aceleiaşi cantități de apă. Se înţelege даг,. că pentru o 
ţară oarecare, unitatea, de fort va fi prin ;convenţiune greuta- 
tea unui d. т.с. de apă determinată într'o regiune. centrală a 
țării „sau în capitala ei, căci nu se determină valoarea lui g 
în toate punctele ţării. 


In sistemul M.K.S. тазза unui corp este т Dacă 


facem p,— g avem m == l. Deci unitatea de massá este massa 
unui corp à cărui greutate într'o localitate este exprimată prin 
acelaşi număr ca accelerația datorită greutății în aceea localitate. 
La. București, g fiind egal cu 9,805 metri, unitatea de massă 
este massa unui corp de greutate egală cu 9,805 kilograme, 
adică massa а 9,805 decimetri cubi de apă. 


Notă; Din cele се precedă rezultă că greutăţile, utilizate 
în comerţ la măsurătorile cu balanţa, nu sunt greutăţi propriu 
zise, ei masse. Un litru де apă echilibrează în toate punctele 
globului pământesc aceiaşi greutate, de 1 kg. de fer ce-i corespunde. 


4. Măsurarea forțelor. Forțele se măsoază еп. dinamome- 
trul adică cu un' resort spiral..legánd una din extremităţile 
xesortului de un stâlp зап de o grindă fixă şi făcând să acțio- 
пеле forţa la cealaltă extremitate a resortului. Dacă gradăm 
întinderea resortülui pentru greutăţi de 1, de 2 kg., etc. se în- 
felege că un' asemenea. resort ne va da în kg. intensitatea, 
oricărei forţe !). 

Un dinamometru gradat la Paris, dă aceiași findioagie şi 
la Bucureşti, pentru aceiași forță, însă nu şi pentru greutatea 
aceleiaşi masse, spre ex. pentru greutatea massei de 1 d.m.c. 


1) In mod: dinamic, forța Г care acţionează un punot de massă m având 
са expresie F == m w,se determină müsurándu-se acceleratia w. 


de: apă... Rezultă, că dacă voim să evaluăm forţele în kilogra- 
mele care corespund unei localităţi, trebue să gradăm dinamo- 
metrul! potrivit kilogramului ce corespunde localităţii. 

" Dacă măsurăm cu un dinamometru intensitatea forţei F care 
acționează un punet material si o sübstituim în relațiunea F= 
mtw, atunci această relațiune fundamentală a Dinamicei nu mai 
Teprezintă o simplă identitate ci o egalitate între o valoare 
măsurată experimental si produetul mw. : 

Să presupunem că cunoaştem valorile lui Е .pe tot timpul 
mişcării unui punct şi să însemnăm prin ::X, Y si-Z proeetiile 
sale ре 3 axe cordonate. Cum forţa. F are aceiași direcţie gi 
acelaşi sens ea acceleraţia w, egalitatea Е = mw ne dă їп proee- 
fiune pe axe: 


da i у а? MERE d? 
X = тат’ Р Yn Z—m^55 


care vor'fi ecuaţiile miştănii punctului. 


. Б. Despre omogenitate. Mărimile ce se întâlnese în Mèca- 
nică se exprimă numeric, în funcţie de unitățile fundamentale 
de lungime, de timp şi de massă, prin expresiuni monoame de 
forma L&'T.M! în саге L, Т şi M reprezintă respectiv o lun- 
gime, un timp şi o massă, măsurate eu ajutorul unităţilor alese, 
iar а, B şi y sunt exponenti numerici independenţi de alegerea 
unităţilor. Aceşti exponenti se numese dimensiuni ale mărimei 
“considerate. : 4 
"1. lată dimensiunile mărimilor се am întâlnit până acum: 

Lungime У АО Б 
Suprafaţă PS e ata PALA 
Volum See е LA 
Timp 25.98. ов блуп онь 


Үйей: Ү=к .......1Л1 


Aceeleratie : w =y De) n LT? 
Massă ^. л. M 
Кога: F— Mw . ......LI?M 
Momentul unei forte: FL . . . LTM 
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Raportul a două mărimi de aceiaşi natură nu are dimene 
siuni, acesta fiind un număr, Astfel un unghiu 0, fiind raportul 
a două lungimi, nù are nici o dimensiune. In consecință, dimen- 
siunile vitezei unghiulare şi alé vitezei areolare sunt: 

Viteză unghiulară o d Joc d 
Viteza areolară о = то. . LT 

Dacă luăm o unitate de lungime de p ori mai mică, o 
unitate de timp de g ori mai mică și o unitate de mass% de r 
ori mai mică, o expresiune de forma L&. TÊ. MY va deveni 
(Lp). (Tg. (Mr)! adică (Le. TÉ. MY). (p^. gf. 11). 

Ori, ecuaţiile de Mecanică trebue să subsiste ori care ar 
fi sistemul de unităţi fundamentale, adică să aibe loc, pentru 
ori ce valori atribuite factorilor р, g, şi т. Condiţia necesară 
şi suficientă, pentru aceasta, este са ecuația să poată fi pusă 
sub astfel de formă са ea să nu conţină decât raporturi de 
lungimi, raporturi de timpuri şi raporturi de masse, căci atunci 
factorii în chestiune se elimină. 

Această observaţie poate servi la verificarea exactității 
calculelor. Ea ne mai permite în multe cazuri să stabilim, & 
priori, fără alt raţionament, structura formulelor. ў 

a). Verificarea unei formule. T fiind durata oscilafiunei 
infinit de mici а unui pendul simplu de lungime 7, întrun loc 
unde acceleraţia, datorită gravităţii este g, avem, după cum. se va 


vedea mai târziu 
| Т == х Vis 
‚9 


Dacă schimbăm de unităţi, ca mai sus, obţinem: 


"dp ДЕА Hu 
Tg = rV з= Vy а= Vy 
formula este deci omogenă. m "i 
Б). Stabilirea . structurei, unei formule. Să admitem că 
durata T a oscilaţiilor unui pendul depinde numai de lungimea 
1 a pendulului, de massa m a greutáfei suspendate, de acceleraţia 
g а greutăţei și de unghiul de pornire iniţială a. Potrivit aces- 
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tei presupuneri putem serie f (T, l, т, g, а) = o,:f fiind o 
funcțiune pe care ne propunem de a o preciza. 

In conformitate eu principiul omogenităţii, massa m nu 
poate să figureze în ecuaţie. Apoi cele dovă.cantităţi 1 şi g, care 
sunt de gradul întâi în raport de lungimi, nu pot să intervină 


decât prin raportul lor 2. Aşa dar 


SAU SEES T 


in 


Ori, T este un timp iar' d este ` “inversul! patratului unui 
timp. Peut. ca relaţia să fie заед, е timp trebue са 


T şi t să. fie asociati sub forma $T ceea ce reduce ecuaţia: 
la` forma ù мо io 


E dem. а) =й cB quee 


sau, ет în raport. де T,» : f 


ranie ii [s 3 
ут „e (a) à ant 
şi nu mai rămâne astfel decât de a găsi "funcțiunea v @) de 
unghiul o, ceea | ce vom шс шаі ‘târziu. 5 
E 43 А; 

6: a eem mecanicá.' Consideraţiile de mai sus 
servesc de bază şi la teoria similitüdinei în Mecanică. Pentru 
са două sisteme mecanice să poată fi privite ca asemenea, trebue 
ca'să se poată trece dela unul la altul inmultind toate lungimile 
printr'un același factor p, toate timpurile prin q, toate massele 
prin r, vitezele prin pq-', acceleraţiile prin pg? şi forţele 
prin pgr. z9 

Ii. TRAVALIUL FORȚELOR. 


1. Travaliu elementar. Se numește travaliu "elementar af 
unei forțe, productul intensității acestei forțe cu “deplasarea infinit 
de ‹тїсй' a punctului ei de aplicaţie : $i cu cosinusul ШИШ 
copríns între. direcţia forței ї.асбга a deplasării . 

dă =F. de. cos (F, ds): sau 45 = ds bosa 


apja 


ds fiind mărimea geometrică, MM! socotită pe tangenta din M 
în sensul deplasării punctului. 
Travaliul astfel definit este o 
mărime susceptibilă de semn care va ` 
fi -+ sau — după eum forța şi de- 
plasarea vor face între, ele: un 
unghiu ascuțit sau obtus. эйе j 

Scriind travaliul sub forma “ — | Fig?9. 
F.dscosa sau sub forma ds. Е cosa vedem că putem defini 
travaliul elementar ca fiind productul forței cu proecţia de- 
plasării pe direcția forței: sau ca. productul рше си 
proectia. forţei pe direcţia deplasării. + бэ oy 

Travaliul elementar este nul, dacă direcţia uus este 
perpendiculară pe aceea a deplasării. 

Definiția travaliului elementar se aplică la orice. forță 
care lucrează asupra unui punct, iar nu după cum s'ar putea crede, 
numai la rezultanta forțelor care determină mişcarea, efeċtiyă 
a punctului. 


Li 
2. Travaliu total Să considerăm, o бүйүр finită а 
punetului de aplicație a unei forțe şi să dividem arcul parcurs 
în elemente infinit de mici. Suma travaliurilor elementare cores- 
punzátoare acestor deplasări infinit: de mici, constitue ceeace 
se numește travaliul total al forţei. :Aşa dar том total al 
forței F dela M, la M are са CREE : ины 


ag 


Oe siut teni Varr i o emersaf i 
(ао intzan Ra ELI Оз ae ee 
Integraţiunea se face imediat când 
7 forţa, este: constantă. Avem atunoi (fie. ы) 


76 mansiai елет. (s 7н 
Fig. 10 s=rf cosa вэс dh = AR. мн. 
E м, 


\ i^ 


“adică: travaliul total m unei, forte CIC. este eg AL cu pro- 
duetul intensității forţei | си proecțiunea ре ео „Forței 
a drumului parcurs. Travaliul Ша depinde „prin | urmare de 
forma curbei dintre М, şi М. ! 
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„Astfel, travaliul greutății,  îmtr'o deplasare oarecare a 
punctului M, este egal cu greutatea 
înmulțită cu deplasarea verticală a 
punctului, travaliul fiind pozitiv dacă 
deplasarea totală corespunde unei co- 
boriri si negativ în cazul contrariu. 

Travaliul forțelor este o mărime 
care joacă un rol de o importanță ca- 
pitală în teoriile Mecanicei raționale 
şi a Mecanicei aplicată la Fizică, 


ш Fig, 11 
STI 


3. Teorema |. Trava/iu/ unei forțe, pentrn o'deplasare oare- 
care, este egal cu suma travaliurilor componentelor forței. pentru 
aceiași deplasare. ‹ 


Fie F o forță, F,, F,, F,,..., componentele ei si de 
© deplasare elementară a punctului de aplicaţie. Proecţia rezul- 
tantei pe direcția deplasării fiind egală cu suma proecțiilor 
componentelor, avem: | a. 

F cos (F ; ds) = F, cos (F;, ds) + F, cos (Е,, ds + ana 
$i inmultind'ambii membri cu de, deducem: eec Кд 
| Feos (Е, ds) d'= F, cos (F,, ds) ds 4 F, соз (Р ds) ds Re o 
e Această, relaţie ne dă demonstraţia teoremei pentru tra- 
valiul elementar. Luând integrala, obţinem demonstraţia pentru 
travaliul total. Е 3e 


4. Teorema Il. 7rava/iu/ unei forțe íntr'o deplasare oarecare, ` 


este egal cu suma  travaliurilor acestei forțe în deplasările com- 
ponente. : " 

„i Fie F o forță, ds o deplasare elementară a punctului de 
aplicație şi ds,; ds,, ds,,..., diverse deplasări având pe ds 
ca rezultantă. ; BU. 

Proectând pe da, da, ,...; şi pe ds pe direcţia lui F, avem 
em ds cos (Е, ds) = ds, ооз (F; ds.) + ds, cos Fo... m à 
; Inmul(ind ambii, membri cu; F si apoi integrând, „Avem 


demonstrația teoremei. Ther ҮЙ mena 


pe 


5. Teorema lil. Trava/iv/ une; forțe într'o mișcare elementară 
de rotație, este egal cu momentul forţei . în raport си axul de 
rotație, înmulțit cu deplasarea unghiulară. 

Fie o rotaţie în jarul unui ax 
proeetat în O si o forță F aplicată 
în M. Due planul proectant al forţei 
şi în' acest plan descompun pe F în- 
tr'o forţă F, perpendiculară în M pe 
planul figurei si їп forta F, din plan. 
Travaliul forței F, este nul. Forţa F,.. 
se poate descompune. ín componentele , “ 
Р, şi f,- Travaliul componentei f, este . Fig. 12 
şi el nul. Rămâne travaliul lui J, care 
este egal cu. f,. ds adică cu fi. r 46. Ori f.r este momentul for- 
fei.F.in raport де axul О; (пи în raport de punctul О). Deci 


d$ = Mom. F x dô. 


6. Expresia analitică а travaliului în cordonate drept- 
unghiulare.. Travalinl elementar fiind TE 3ч i 
à PES d$ = F ds cos (F, аз) ~ Я : 
yedem că el corespunde .produetului interior al.veetoarelor F şi 
ds”. Rezultă imediat, cà dacă, însemnăm prin X, Y, Z proecţiile 
forței si prin da, dy, dz proecţiile. diferentialei ds pe trei axe 
cordonate dreptunghiulare, avem: 


d$ = Ха Ydy + Zdz. 


зо! 


Seriiád A р ^ 
de-(XT + ҮЗ + ®).%. 


travaliul total dela t, la t va avea ca expresie analitică 


t 
EN dx dy dz 
s | (х2+ үй za, 


In general, componentele X, Y, Z ale forţei sunt funofii 
de timp, de cordonatele punctului mobil şi. de proeotiile vitezei 
sale, adică 


1) Oinematica, pag. 23. 
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di! di? di 


Fa (ИУ)! 
2 = Р, CATT) 


Rezultă, că în cazul general nu putem ealeula travaliul de- 

cât dacă cunoaştem complect mişcarea punctului, adică dacă se dă 
RE == Л, у= fb. z= hO 

In expresiile analitice ale componentelor’ X, Y, Z ale 

forţei, vom înlocui atunci pe z, y, 2 si derivatele lor in funcție 

de t si calculul travaliului total se và бов printr'o cuiadratură. 


х= Е (s т, y, 2; ©, Ф 23 


Он 
I 


7. Caz particular. Forţa nu ОЁ decât de poziția mobi- 
lului. In asemenea caz, la fiecare sistem de valori 2, y, 2 cores- 
punde un sistem de valori X, Y, Z bine determinate. Deci 

„Хх = Б (т, у, а), , „у= =F (myz) 2 = К,(ш,у,е 
funcţiile F,, Е„, F; fiind арені uniforme de cordonate. .. : 

а). Grupul forţelor їп regiunea de spaţiu unde ecuaţiile 
precedente au loc, constitue ceea ce se numeşte un câmp de forte. 

b). Se numeşte “linie de forte a йаш câmp, o astfel de li- 
nie că în fiecare punct al еї, forţa: care corespunde punctului 
este tangentă; liniei. Se ia ca sens (25А sensul încotro е M- 


dreptatá forta. 
Ecnafiile diferenţiale ale liniilor de 


„forţe sunt E 
„7 M : de +: dy _ dz 
Adm SISTI X miu Y espetem Z. 
Fig. 18 sau 
dy Y 202887 
ттр УША, X 


care integrate ne vor dá 
; y = f (0, 9, 8), z= (а, 2, i 


a gi B fiind două constante arbitrare, 


fie 


е). Travaliul total al forţei din câmp dela M, la M, pe o 
curbă (C) are ca expresiune 


о М; 
Ф = f. Xde + Ydy + Zdz 
a Ma 
Fig. 14 i 


în care X, Y, Z 'sunt funcțiuni numai de cordonatele 2, yy: 2. 
Ori, putem întotdeauna exprima cordonatele unui punct M al 
arcului M, M, în funcţie de un parametru g, 


а= 0, у= 05 а= А. 
Deci X, Y, Z са зї a, y, z fiind funcţii de g, rezultă 


М к d 
КТУ 
Ve MY a că OT 
qo $i difiind -valorile parametrului g care corespund punctelor 
М, si M,..In concluziune, travaliul depinde numai de forma 
curbei (С) iar nu si de modul eum о parcurge mobilul, aşa că 
dacă se dă curba, calculul travaliului revine la efectuarea unei 
euadraturi. : Р ү. : 


8. Functie de forte. Să presupunem acum că proeofile X, 
Y, Z ale forţei sunt derivatele parţiale ale unei funcțiuni de 


cordonate U(2,y,2),: adică Ч бө opm 
ni 2 dU: л д0 з dU 
А X — Ee 0 Ү = "ду ‚ Z = EU 


гг In acest caz, forja са’ зі la n? precedent, nu: depinde decât 
de poziţia mobilului, însă travaliul ei elementar @© fiind dife- 
rențiala totală a. funcţiei. U(x, y, z), de oarece avem. } 


' 


LE | А 
ko ToU q23U 5 QUE ы 
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tă că 
rezultă c SU SU. 


U, ṣi U, fiind valorile. funefiei U pentru cordonatele o, Yor 
zo şi my yn а ale punctelor M, şi Мү. Funcţia О ia ‘numele 
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de funcție de · Jorțe.') Vedem astfel, că, dacă există о funcție 
de forțe, travaliul total dela M, la M, nu depinde decât de 
poziţiile acestor puncte, adică de cordonatele lor £o, уџ, z, şi 
21, Yi 7, aşa că el este același pentru toate drumurile care due 
dela M, la M,. În particular, el este 

M, nul, dacă. punctul revine de unde a 
plecat, adică pentru un contur închis, 
Este însă necesar pentru aceasta, 


Pd ` 


Mo і : 

И са funcţia de forțe U să fie uniformă, 
In cazul contrariu, trebue să se urmă- 
rească variaţia funcţiei dela punctul 

Fig. 15. — .  - iniţial la punctul final. 
“Iată un exemplu, Fie U-aretg Y- cu presupunerea 
dU __—y „_0U __х 
X = 3p! TES OU E EU n 
unm Bica OU эте di 
т т z 
Observăm că з 
Xd y — (2 У Q >. 
T Fig. 16. 


deci forța este perpendiculară pe planul zOP, adică are ca 
proecţie orizontală segmentul PQ perpendicular ре OP. Funojia ` 
U este chiar unghiul 20Р, tangenta acestui, unghia fiind z. 
2 3 Pentru conturul închis Ў, travaliul total 
este egal cu zero căci unghiul U revine la va- 
M  ]oarea dela care а plecat. 
„ıı: , Pentru contorul E, care înconjură:axul Oz, 


о, ‚ travaliul este însă egal cu 27, căci unghiul U 
inițial revine în М mărit cu 27, adică 
Fig. 17 % = (U, + 2x) — U, = 2т. 


1) Invers, dacă travaliul elementar @© este diferenţiala totală a unei 
funcţii U (v, у, 2) atunci componentele X, Y, Z sunt derivatele parțiale ale 
acestei funcții, care este astfel funcția de forte. А 
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Dacă conturul înconjură de n ori axul Oz, travaliul 
total va fi egal eu лт. : 


Câmpurile magnetice create de curenți electrici prezintă 
particularităţi de acestea. .: . ti | 


9. Ѕиргаѓеќе. de nivel. Dacă egalăm funcţia de forţe cu o 
constantă, obţinem ceea ce se numeşte o suprafaţă de nivel. Astfel 
U (x, y, z) = C. 

Prin fiecare punct al câmpului de forte trece câte o su- 
prafatá de nivel. Astfel prin punctul dẹ eordonate 20, Yo, 20 
trece suprafața de nivel à 

U (v, y, 2) = U (zo, Yor Zo) A 
valoarea constantei С fiind atunci egală cu U (ш, Yo 20). . 
a). Forţa este perpendiculară, în М suprafeţei de nivel ce 


trece prin acest punct. | PES 
Fie U (x, y, г) = О 'supráfata dé 

nivel care trece printr'un punct M. Cosi- 

nusurile directoare ale forţei aplicate în 


M, sunt proporţionale cu X, Y, Z adică 


dU дй оп On А. 
CU л) dy! г Ori, aceste derivate 


parţiale sunt proporţionale cu cosinusurile. . - 
directoare ale normalei în M la suprafaţa 

de nivel care trece prin acest punet.. Deci forța F este nor- 
malá suprafeţii. ; ; 


i Fig. 183590; 


b). Forţa este îndreptată în sensul încotro crește funcţia 
de forţe. Fie S şi S, două supraféfe' de nivel infinit vecine, 
: suprafaţa S trecând prin punctul M si 
corespunzând ecuaţiei 

U (x,y z) = О С ` 
iar” suprafața S, corespunzând ecuației 

U (x, y, а) = О + ас 
în care să presupunem că dO este pozitiv, 
Fig. 19 pentru ca funcţia U să crească atunci când 

se trece dela S la 8,. і 

Pe normala ín М la виргаѓ а S să considerăm punotul М, 
unde această normală întâlneşte pe S, 'Travaliul forței Е 
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pentru deplasarea elementară, MM, este + F. MM, după 
cum sensul forței este MM, sau M,M. Insü acest travaliu este 
egal cu dO:care reprezintă creşterea elementară: a, funcției U 
când trecem de la S la бү. Creşterea dC fiind prin ipoteză 
pozitivă, vom avea deci -+ Е. MM, = dC ceeace însemnează că 
‘forța ate sensul MM,.' pi | 

61. În ori-ce punct M. al unei suprafeje de nivel, ‘forța 
este invers proporțională distanței pe normală dela M la su- 
prafata de nivel infinit vecină. б. 7n - 

Din egalitatea Е’ MM, = dC deducem 

3 dC 


Ori, dC este acelaşi pentru toate punctele suprafeţii S,. Deci, 
oricare ar fi punctul M de pe suprafața S, forţa care trece 
prin acest punct este invers proporţională distanţei dela M la 
suprafaţa Sj. ., | 


; d). Travaliul total este același pentru mobilele. care pleacă 
dela o suprafaţă de nivel S, și ajung la о alta S,, deși ur- 
mând drumuri diferite, dar cu condiţia ca mobilele să traver- 
seze aceleași suprafețe și în aceiași ordine. In adevăr, travaliul 
elementar fiind egal cu -creşterea dC !a funcţiei. de forţe, i este 
- S același pentru orice · parcurs elementar 

de la o suprafață de nivel la o su- 
prafag& infinit vecină. 'Travaliul total 
este prin urmare si el independent de 
; drumurile ce parcurg mobilele care 

„pleacă dela..S, şi ajung la S,, dacă 

mobilele traversează aceleaşi suprafeţe 


ro R 


Fig. 20 . 


şi în aceiaşi ordine.. З : 
In esenţa lui,.„acest fapt пе era cunoscut, căci corespunde 
celor două formule stiute.. beci 
» d6.— dO şi 6 = O, 1 С. 
: 2t Я 
Precizarea de față are unicul scop de а face să se înţeleagă 
eum trebuese luate. pâreursurile mobilelor pentru ca travaliul să 
rămână același. 
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Dacă revenim la exemplul deja considerat 
= 5 
U = aretg z 
vedem că suprafeţele de nivel sunt suprafețele 


; атеш = C 


adică semiplanurile i = tg © care trec toate prin axul Oz, Când 


punctul M descrie conturul închis Y, el nu traversează aceleaşi 
suprafeţe ca în cazul când descrie conturul È şi înțelegem astfel 
mai bine dece travaliurile nu pot fi egale unul cu altul. 

e). Liniile de forte sunt traectoriile ortogonale ale. supra- 
fețelor de nivel. Aceasta se înţelege imediat deoarece tangentele 
liniilor de forţe” coincid cu direcţiile: 
însăşi ale forţelor şi acestea sunt nor- 
male suprafeţelor de nivel. 


10. Exemple de forte care admit 

0 functie de forte. 
a). Forţă constantă. Astfel este cazul 1, 
отеп еі. Dacă luăm axul Oz vertical si îndreptat în sus, avem 
X—o, Y=o, .Z——mg. 


uS funcţia de forţe este 


Fig. 21; 


i 


уэ; 


UU — mg + const, 3901 


b). Forţă perpendiculară la un plan. fic. și лене de 
distanța de dela mobil la plan. Luând planul fix drept plan zOy, avem 
X=0o Ү=о, Z = (a). 

Se vede imediat ей funejia de forţe este 


U- fe (2) dz Il f (2) + const. 


Suprafeţele de nivel sunt z = ©, 

x adică planuri paralele cu goy. Liniile de 
forte sunt drepte paralele cu Oz. 

с). Porţă perpendiculară ре о 

dreaptă fiză și funcție de distanța то- 

bilului la dreaptă, Luând dreapta fixă drept ax Oz, însemnând 


Fig, 22 


prin r distanța mobilului la dreaptă si prin 9 (r) valoarea 
forței, avem ; 
X= pen), Y= Le), Zo 
Funcția de forţe este 
U= fe (т) dr = f (т) + const. 


căci relația а? + y? =r? me dá 
dr z dr Йу D: 
„da T wy р 
şi prin urmare 
òU QU dr 


x 


Hr 
dæ T дт йт” rz. (= 
QU ÐU d y 
Uy C6 dy = т Ф (7) —Y 


Suprafetele de nivel, f (r) = C, sunt cilindrii de revoluţie 
T — const. iar liniile de forte sunt perpendicularele MQ duse 
axului Oz. ў 

d). Forţă centrală, funcţie de distanța mobilului la cen- 
trul fix. Fie P centrul fix, de cordonate, a,:b, c si М punctul 
mobil în care lucrează o forţă F îndreptată pe direcţia MP. 

Insemnând prin r distanţa dela 
Рам prin Ф (r) valoarea forței 
F, avem 


X= =), Y= V3 o(), Z = 26р). 


Funcția de forțe este ca şi la; 
n? precedent 


à y 
‚б = {+ (т) dr = f (т) + const... Fig. 24 


căci din relaţia, (z—a)? + (y— 0) + (z—c)? = rë deducem prin 
derivare 


aşa încât 


a “dr dp r ?()-X 


DE 


şi în mod analog , 


90 y— òU 
ду т р (7) = Ү, дз oT e (т) = 


Travaliul elementar d$ al forţei F fiind em cu dU are 
ca expresie p (т) dr. Avem ín adevár 


V N d6 =X dz + Y dy + 2 dz 
adică à | 
d$ = 20 [(—а) de + (pb): dy. (е—е) dz] 
şi, eum relaţia, (x—aY + (yb? + (2—0) =r?  nedă 


(аа) dz + (9 dy t =). de = т dr : 
{Ьиз НЕ o: 


rezultă în adevăr că 
= Ф (r) dr. 


Suprafeţele de nivel, т = сопзі. sunt sfere descrise din P 
ca centru. Liniile de forţe. sunt 'razele duse din Р. ; 
Dacă, în particular, punctul M este atras de centrul P eu 


o forţă invers proporţională patratului distanţei 7, avem F: = +, 


k fiind o constantă pozitivă. Funcţia de forte U este în acest caz; 
A 4 D ^ 
h fiind o constantă. 

"Travaliül fortei, când mobilul 
soseşte dela o poziţie M, depărtată · 
indefinit, la poziţia М; este 7 

® =U, — U = (4+2) – 


TY 


purs 
de oarece ту este nul. 
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Generalizare. Să presupunem că in punctul M lucrează 
mai multe forțe Fi, Е, F,.., în- 

M (zz) dreptate pe dreptele. care unese acest 
punct eu centrele fixe P,, Р,, Р,..., 
intensităţile forțelor fiind funcții 
м & Ф (ту), Pa (72), Pa ("shu , де distan- 
laubre) (агба), : be, fele Ту) Ta» Taus, ale punctului mo- 

NE (ауысу bil M la centrele fixe. 
Fig. 26 Dacă forțele sunt atractive, aga 
după cum arată figura, avem „ 


X =- A Ф (т), Ў, = y Ф (т), Za = ev(n), 


Ti 


D 7 ^ 
m шш. үс: у a UT 5 ies 
X, = - TuS eur) Yum С се, (у), Zum 8 es) 
5. Кор VO ! : 
şi, în consecinţă, componentele X, Y, Z ale rezultantei acestor iai 
forţe au ca, expresii: es nu 4 
К x—a A Sp 
d X IERI [= Фі (т) + E Pa (т) P papa | 
Symb nsus ty i 1 T: ; ; - 
YR = ai (т) + у-н (т) Б. 3d sa 
ЕУ a үсе "Ne а 
2 == PR (п) = pam) ж. уз pi] 


n 
^ X i ) Oo Pit 


Funcţia de forte este în acest caz 


radi UI [fe (т) dr, + (e (r dra + e. 5 ] 
Wwe - 5 j > пт al 
derivatele parțiale- în raport de 2, y; 2 ale „acestei funcții re- 
producând, după cum se vede imediat, expresiile X, Y, Z de aci 
mai sus ale componentelor rezultantei forţelor, care lucrează in 
punetu] М. — E , EN : 

'Travaliul elementar al uneia dintre forte, spre exemplu 
al forței Фф, (rı) este — pi (ri) dr. Aceasta se poate vedea şi 


in mod geometrie, considerând o deplasare elementară MM! 
a mobilului și observând că travaliul ele- 
mentar al forței F, pentru deplasarea MM, 
care este egal cu forța F, înmulțită ou 
proeetia elementului MM! pe direcţia forței, 
are ca expresie 


—F,. MM" sau— F, (Р, M' cos s— P, М) 
adică, în valoare principală, 
— F, [(r; + drj) — ту] deci — v, (тү) dr. 


11. Potential. Se numeşte astfel, funcţia de forţe luată cu 
semnul schimbat. Insemnánd potenţialul prin V, avem în con- 


Fig. 27 


secință V = — U (x, y, 2) şi prin urmare 
PE ovi з= ut eyes. 
Х = or Уз ày ? Z-— or 


Potenţialul este utilizat în teoriile electricităţii şi magne- 
tismului. Suprafeţele de nivel iau atunci numele de suprafețe 
echipotentiale. 

12. Unitate de travaliu şi dimensiunile travaliului. a). Tra- 

valiul unei forțe constante Е în deplasarea 


F MM, de pe direcţia, sa este 
M M, © = MM,.F. 
Fig. 28 Dacă luăm F—1 зі MM,—1, avem $—1. 


Unitatea de travaliu va fi deoi travaliul 
unităţii de forță pentru o deplasare în sensul forței egală cu 
unitatea, de lungime. м , 

In sistemul С. G. S. unitatea de travaliu se numeşte erg. 
In ‘sistemul industrial M. K. S., unitatea de forță fiind ki- 
logramul, iar unitatea de lungime metrul, unitatea de travaliu 
este kilogrametrul. 

b). Travaliul fiind o sumă de termeni de forma 


F.MM'eos (F,MM/) 


şi cum cosinusul nu are dimensiuni, el fiind un număr abstract, 
rezultă, că dimensiunile travaliului depind de produotul F.MM 


tii 


adică de produetul unei forte cu o lungime. Dacă luăm ca unităţi 


fundamentale, unităţile de lungime, de timp si de masă, йшеп- 
siunile travaliului vor fi 


L*.T2.M 


căoi dimensiunea, unei lungimi este L, iar dimensiunea unéi 


forţe L. T-?.M. ; ЕИ ратна 
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П. MIŞCAREA SI ECHILIBRUL UNUI PUNCT 
MATERIAL LIBER. 


I. ECUAȚIILE GENERALE ALE MISCÁREI. 


Dacă însemnăm prin m massa punctului şi prin X, Y, Z 
proecţiile rezultantei forţelor care lucrează asupra punctului, 
adică 

Х=х,+-Х,+...+Х, 


Ү=Ү,+Ү„+...+Ү„ 
Z—27 + Za +... + Za 
П 
avem în fiecare moment 
dix o фт 
(0 mX, m Ү, m% =Z 


sistemul de axe cordonate putând fi dreptunghiular sau oblic. 
Aceste.3 ecuații, sunt ecuațiile generale ale mişcărei. Ele 
servesc pentru rezolvirea celor 2 principale probleme de Dinamică: 
1. Fiind date forţele care lucrează asupra unui punct, să 
se determine mișcarea, punctului; 
II. O mişcare fiind observată, să se determine forța care 


9 produce. 
Problema |. Cum în general componentele X, Y, Z sunt 


după сша аш măi spus funcțiuni de timp, de cordonate şi de 
componentele vitezei, sistemul de ecuaţii. (1) ` se prezintă “sub 


forma 


= 5 


dic ` „de dy dz 
m apa: Ёз (t; ж, у, ааа 


а ах dy dz 
(2) m du = F, (t; ж, Y, "E 


d?z dz d dz 
па P(t e а а) 

Acest sistem de trei ecuaţii diferenţiale de ordinul al doilea 
urmează a fi integrat, pentru а se obține, expresiunile , cor do- 
natelor 2, y, z, în funcţie de timp.. таг, БАШЫ. 

Putem aduce rezolvirea- sistemului (2) la rezolvirea unui 
sistem de 6 eouafii diferenţiale de ordinul întâi scriind 

dz 1 dy _ 42 
TE 2, үрт У, rdi ken 2 
da' 
т uh (t; 2, y, 2; 2, у», 2) 
dij! 
m Y =F, (t; 2, у, 25 2, у, m) 


аз! , 
т © = Pe @; ж у, g g 0,0). 
Soluţia generală a acestui sistem confine 6 : constate ar- 

bitrare gi se prezintá sub forma 

æ = fı (t; C б» 00 Ca» Co с) 
A Y] es fa (t; в, €» e 500 21 ; 
: B) te I4 fs (t; бә 9 oot ce) 

2 = AS Cis Со, Cao. Сау C» Ce), build A 
у= f (t; co 6-1... cs) 
sad fd (tien с, б^: ce): s А 

Cantităţile с, Cz. . - Ce figurează din cauză că scriind 
ecuaţiile (2) n'am: precizat care anume sunt cordonatele:z03 Yo» Zo 
ale punctului şi. componentele ду, yo, Zo. ale :vitezei sale la ori- 
gina timpului. Dacă ni se dau aceste elemente, atunci problema 
se termină în felul următor: 


akis 


In sistemul de d (3) înlocuim ре æ, y, z gi a, у, 2 
prin Фо, yo, Zo gi zl, vol, 20 iar pe t prin zero. Rezolvind atunci 
în raport de ci, C». . ., c vom determina valorile acestor 
constante pe care nu ne mai rămâne decât să le introducem în 
sistemul de ecuaţii (3) pentru a obţine soluţia. definitivă a. 
problemei. 

Cele 6 constante trebuind să fie distincte, sistemul de 
ecuaţii: care le dă, nu poate să fie nici incompatibil, nici nede- 
terminat. Dacă unul din aceste două cazuri se prezintă, aceasta 

va, însemna că nu sa obţinut soluția generală a sistemului de 
ecuaţii diferenţiale. 

a). /ntegralele unei probleme de Dinamică. Integraţiunea 
ecuaţilor migeárei unui punct esté o problemă grea, pentru care 
mu se poate da nici o regulă generală. Se procedează adesea ori 
la integratiune, căutând ceeace se numese integrale: ale sistemului 
de ecuaţii diferențiale, adică funcțiuni de timp, de cordonate şi 
de componentele vitezei care să rămână constante pe tot timpul 
mişcărei: х | 

Ф (t; 2, Y, 2; a, y z) = о. 

Numărul de. integrale distincte este de cel mult 6: 


ow (65 æ, у, mi m. у, 2) = сү 
Pa (5 ж, y, m ж, у, m) = o 
оопа опо оке оул com 
Ys (t; Ty y, Z3 a, у, a). = Cer ; en eini [ug 
` Rezolvirea lor in raport де x, y, 2; 27, y', 2 ne dă so- 
luţia generală reprezentată prin sistemul de ecuaţii (3). 

In cazul .când nu putem rezolvi complect: problema, cele 
сёлета integrale găsite ne arată fiecare în parte câte o proprie- 
tate caracteristică a mișcării şi ne vom mulţumi cu atât. f 

b) Mișcarea întrun plan. Când forţa care lucrează asu- 
рга punctului nu iese dintr'un plan, care să conţină și viteza 
iniţială, mişcarea: este plană şi. аге: са ecuaţii: 


dix ' dy y. 
тп Xa gi Yo 


Solutia generală, conţine patru constante: arbitrare.” `: 


siie 


- ©). Mișcarea pe o dreaptă. Dacă forța aro necontenit aco- 
iaşi direcție, care să fie $i direcția vitezei inițiale, mişoarea 
este rectilin& şi avem atunci o singură ecuație diferenţială; 


mo 


| | тпай = Х 
a cărei solufiune generală conţine două constante arbitrare, 


Problema II. Să: presupunem acum că, se cunoaşte mişcarea 
punctului și se caută forța саге o produce. Cordonatele ж, y, g 
sunt atunci funcțiuni :eunoscute de timp. Derivándu-lede 2 ori їп 
raport de timp si înmulţind derivatele aflate cu massa m, vom avea, 

dz > diz 
X = m p’ Y = m 9, 2 = т й 

Dacă observarea mişcărei, făcută cu condițiuni iniţiale va- 
riabile,: ne-a putut permite să exprimăm pe 2, y, z în funcție 
dé 6 constante arbitrare: и! х 


ш ADI 105 "a i fi (t; в, Cp Ca, б Cp e) 

Japan ow Suita о БД) 
2 = А (2; сб, Cape - >ы? ce) 

şi prin urmare — — 1 e 3 Aum 

d "a = Л. 16; Cis б, ©з, бу Co с) 

у= fa (t3 Ciy Co ....,%) 

2 = fs (t; Cis Coy e o... с) 

atunci se poate obţine și legea. după: care variază -forța pe tim- 

pul mişcării. Vom атеа în adevăr în asemenea caz č . . „ L.a 


7 


А : xot 
Toc 5 А - ci 
Doo 30005 SOK = om. f'y (t; сү, Cao Cs, Ca Cs, бв) 
гау IUS 4 p 1 : E у, S c ) 
Ү = т. P (t ©, б, e . > es Co 
į t * ye 
sino Sa oz үл: Ha (t; Ou € - бап св) i 


în care yom “înlocui constantele prin valorile {тазе dia sistemul 
precedent, deci, valori funetiuni de t, 2, y, z, 27, у, 2/. Operánd 
ase] vom ajunge la rezultatul... 1 
ak X Б, (t; 2m Y ®;. zy, 2) л 

Y = F, (5 z y, ziw, yha) 

Z.& F; (t; £, y, 2; 2, y z) 


care va reprezentalegea forţei, pe timpul mişoării.: з. ii; о 


1 


== 


a Dacă mişcarea „este plană, va trebui să cunoaştem. pe 
z şi. pe y în funcţie de і şi de 4 constante arbitrare, iar dacă 
mişcarea este 'rectilină trebue să пі se.dea ж în funcţie de t 
şi de 2 constante arbitrare. i 


Exemplu. Miscare rectilină reprezentată prin ecuația 
i х = Ае® + Ве?! 
a şi B fiind constante determinate iar A și B constante arbitrare. 


=: Deducem : 


© = a Ae + В Bé = x 
DE — Ae Be 


Eliminarea constántelor arbitrare A si 'B fntre acestă 
ecuaţii ne dă. | i DUE ШЕ 


э 


nuu 
nr AT p | 
di а B =o 
die 
di a i e 


ПТИА7 
din саге deducem 
d? 


TE (а 6) Lap. 


şi prin шгяіате 
Х =т=т [етв atzi 


care reprezintă legea forței pe timpul mișcării. : 


Ecuațiile intrinsece ale mişcării. 


Ştim că acceleraţia este. coprinsă în: planul osculator al 
traectoriei şi are ca proecfii pe tangentă si pe normala principală 
чы d v oo Tu 


V 
W, = "dic ws R; 2 


RB en a E Ide a 
ee дән iiu] X a. gt uk. adn cg etd AF OR 
isnt inn pm irr o 
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R fiind raza de curbură în punctul M. Dacă Ё este rezul- 
tanta forţelor care lucrează asupra punc- 
tului, avem F = mw şi prin urmare pro- 
есе ei pe tangentă şi pe normală vor fi 


у 2 
Б = т, Вет. 


Aceste formule .arată că variaţia de 
viteză este datorită numai componentei 
Fig. 29 tangenfiale F; aşa că dacă Е, ar fi nul, 

adică dacă forţa ar fi necontenit normală traectoriei, viteza, ar 
rămâne constantă si prin urmare mișcarea ar fi uniformă. De 


А asemenea curbura + depinde numai de F, aşa că dacă această 
componentă ar fi nulă, curbura ar fi si ea nulă gi mişcarea ar 
fi rectilină. Componentei Fn i se mai zice gi forță centripetă. 

Cele două ecuații de mai sus, se numese ecuațiile intrin- 
весе ale migoárii. Ele sunt cu deosebire utile atunci când se 
cunoaşte forma geometrică a traectoriei. 


Її. CANTITATEA DE MIŞCARE. 


Să punem pe cea dintâi dintre cele două ecuaţii. intrin- 
весе sub forma m. dv = F,.dt si să integrám dela to la t. i 
Obţinem: : ий dt * 


(a) E mv— mvo = n . dt. 


Productul mv se numeşte cantitate de mișcare iar productul 
F,. dt impulsiune elementară а forţei F,. Egalitatea (a) expri- 
mă cu aceste denumirj, ck variaţia, cantității: de- mişcare într'un 
interval de timp este egală cu impulsiunea totală a componentei 
tangenţiale a 'rezultantei, forțelor, în acel interval de timp. 
1: 1 Cantitatea: de - mişeare.. se: reprezintă printr'un vector de 
mărime mv purtat pe direcţia si în sensul vitezei. Ea are ca 


dimensiuni L.T-!. M. 
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Proecfüle cantităţei de mişcare pe trei axe cordonate sunt 
dr dy - dz 
cr" Wéry9 KOT 


iar momentele ei, in raport de 3 axe dreptunghiulare, au са 
expresiuni 


dz dy ас dz dy dz 

m (у ж —° , n(m oea) m (29—54) 
_ 1, Teorema cantităţii de mişcare proectatá pe un ax. Sá 
luăm un ax oarecare drept ax Oz. Avem in proecţiune pe acest 


` Poe t A 
ах: mom = X саге se mai poate serie 


d da 
4 (m а) Х.. 
Așa dar: ; 


Derivata în raport de timp а proec[iei cantității de miş- 
care pe ит ac fix, este egală си proecția. rezultantei forțelor 
pe același ax. 

Dacă luăm trei axe cordonate, avem în același timp 


an a) X 


d dy 
(1) a m Р) = ү, 
d di iuum, 
Avr 72, A 
X, Y, Z fiind proecțiile rezultantei forțelor care lucrează asu- 
pra punctului. s 
Fie OA vectorul reprezentativ al can- 
tității de mişcare şi OB vectorul reprezentativ 
al rezultantei forţelor. Ecuațiile (1) exprimă 
că dérivata geometrică a vectorului OA, și deci o 
viteza punctülui А este egală си vectorul OB. Fig. 30 


Ap 


B 


9. Teorema momentului cantitátei de mişcare. Sá luăm 
eta mai sus un ах oarecare drept ax Oz gi să formăm cu 
acest ax un sistem dreptunghiular Oxyz. TTE 


Sina 


Dacă înmulțim egalitatea m Să = Z cu у şi scădem din ea 


egalitatea m dă = Y înmulțită cu z, obţinem combinatiunea 


а? 
m (у 22 dB — 2 zan = y Z—zY 


care se mai poate scrie 


sem (0 2 “Ж )]- ТЕ: 


Această egalitate exprimă, că: 1 

Derivata ín raport de timp a momentului cantităţii. de 
mişcare în raport de un ax fix, este egală cu momentul rezul- 
tantei forţelor luat în raport de același aa. 

In raport de 3 axe cordonate dreptunghiulare, avem în 
CE timp. 


ИСЕ 
o 2 Гаа EI | zx-zz 


ТЕС ЕЕ 


Fie OC momentul cantității de.migeare în raport са ori- 
gina axelor 5 OD momentul rezultantei forțelor în raport de 
acelaşi: punct. Ecuațiile (2) exprimă că 
derivata geometrică а vectorului OC și 
deci viteza punctului. О, este egală cu 
vectorul OD. Н 

3. Aplicatiuni. Cele 2 teoreme.de mai 
sus ne dau integrale de ale mişcării în 
cazul când rezultanta forţelor este neeon- 
tenit perpendiculară pe un ax sau pe un plan fix, sau cánd mo- 

mentul ei în. raport de un ax sau de un punot este necontenit nul. 
^ — &). Rezultantă perpendiculară pe un aw. Luând axul drept 


ax Oz, avem 


Fig. 81 


т ("т = 0 deci т 22 — const. 


care este o integral. Deducem х = a + bt, a şi b fiind două 
constante arbitrare. 

b). Rezultantă perpendiculară, pe un plan. Luând planul drept 
plan zOy si ca ах Oz o dreaptă perpendiculară pe plan, avem: 


d de d es dz 
10" 2) = o aG d) о тір = 2. 


“Primele două ecuaţii ne dau două integrale de ale mişcării 
din care deducem х= a--bt, y =h- kt şi prin eliminarea 
li t: Az + By + С = о. Aga dar traectoria este plană. 
Planul conţine direcţia forței şi a vitezei iniţiale. Dacă luăm 
în acest plan un ax Oz paralel cu cel dintâi şi un ax Oz 
perpendicular, ecuațiile mișcării se redue la 


а = а + êt, mo 


Fig. 22 


с). Rezultantă întâlnind un ax. Luând axul drept ах Oz 
momentul rezultantei în raport cu acest ax fiind nul, avem 


|" (= -,4)] 


deci 


dy dr 0 
m(2 d —v dr ES 


"sau mai simplu 3 
dy do _ Fig. 38. ES 
IŢI точо 


care este o integrală a mişcării. Ea exprimă, după cum ştim 


dela capitolul aeceleratiunilor centrale, !) că aria А creşte propor- 


fional eu timpul, adică A = d ol -$ e; sau numai М == Hor, 
dacă aria începe odată cu timpul, 3 


m d). Rezultantă trecând printr'un punct fix. Luând punctul 
Hx ca origină a unui sistem de axe cordonate dreptunghiulare, 
avem în acelaşi timp 


гая | dz „ Фу 
nt = 4] = o 


d. [. dy de 
lre- ®)]- о 


\ » 


căci momentele rezultantei în raport de cele trei axe sunt nule 


Deducem 
dz dy Ji © dz dz d da 
= — аан '@ ыыы үа y. 
Уш И paid агра Eg cO 


care sunt integralele mişcării. 9 

“Ele exprimă, după cum s'a văzut la capitolul aceeleraţiilor 
centrale, că traectoria este coprinsă intr'un plan care trece prin 
origină şi că ariile А, X si A" variază proporţional eu timpul 
t, ori care ar fi planurile cordonate. 


II. FORŢA VIE 
Se numeşte astfel produetul Es та, în care m este massa 


punctului și v viteza lui în momentul t. \ 
'^ Dimensiunile forței vii sunt L? Т-* М căci dimensiunile 


T pum з 
unei viteze fiind L/T-!, acelea ale patratului vitezei sunt L* Ta, 


1) Cinematiea, pag. 79. 
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Forţa vie аге deci aceleaşi dimensiuni са şi travaliul, adică re- 
prezintă o mărime de aceiaşi natură !). Р 

1. Teoremă. Variația forței vii întrun interval de timp oare- 
care, este egală cu suma travaliului forțelor care lucrează asupra 
punctului în același interval de timp. 

Fie: m massa punctului, v viteza întrun moment oarecare, 
F rezultanta forţelor care lucrează asupra punctului şi & unghiul 
coprins între rezultanta forţelor şi viteză. 


do 
Avem m —— = Е соза 


dt. 


deci m dv = F dt cosa. 


Inmulţind primul membra cu v şi Fig. 34 


pe cel de al doilea cu Гл care este egal eu v, obţinem 


mvdv = Fdseosx adică d ar) = F ds cosa 


care se scrie 5 dT — 


Vedem astfel, că întrun TAS de timp infinit de mic, 
variația fortei vii este egală cu travaliul elementar al rezultantei 
Jorfelor $i deci egală cu suma travaliurilor elementare ale for-. 
{йот aplicate. 

Să considerăm acum o mişcare finită dela t, la t. Fie ve 
şi v vitezele corespunzătoare si % şi s arcurile parcurse pe 
traectorie. ? 

Integrafiunea ecuaţiei, precedente ne dă 


s A 
= тә? — i mw = | F ds cosa 
2 A PA 


Fig. 35 


1) Leibnitz a dat numolele de forță vie produotului mu2. Acest product 
nu reprezintă însă o forță, căci „dimensiunile lui sunt diferite ido acelea ale 


unei forte, Mai târziu, Ooriolia a denumit forţă vio produetul -7 mw3, căci 
sub această formă intervine : de obicei în chestiuntle de Месал1о& produotul 


1 
aw, De atunci, autorii nu zis forță vio fie lut mot, fie lut — mv? dup& зїш- 


plele lor preferinţe. 


саге se serie mai simplu 


` 


Т—-Т,=® sau încă AT — €, 
Teorema este deci demonstrată. 


A 2. Integrala forțelor vii. Teorema forțelor vii este ав o 
importanţă capitală în cazul când există o funcţie de forţe. Fie 
aceasta U (ш, y, z.) Ştim că avem în acest caz 


Fit © = U (v, y, z) — U (20 yo, 20) 
eci 

1 2 1 2 
gm v —y m v, — U (e, Y, 2) — U (co Yo 20): 


І ү ар 
." v* —U (a, y, 2) = 9 m vo? CU (o Yor 20). 


Vedem astfel ей funcția i mo’ —. U(x, y,:2) rămâne 


constantă pe tot timpul 'mişcării şi constitue în consecință o 
integrală a problemei. ` 
Dacă V este potenţialul avem 


IM A SUN 
yv + V = const. Б 
t Asa dar, când rezultanta forțelor care lucrează asupra 
{ unui punct admite un potential, suma. forţei vii. si a potenţialului 
“rămâne constantă pe tot timpul mișcării. SEES V 


А 3. Conservarea forţei vii. Când există o funcție de forte, 
travaliul este in general nul dacă punctul revine la suprafaţa 
de nivel de la care a plecat. Deci, în asemenea caz, avem 


im v? -im б? = о adică v? = w? 
ceea, ce arată că, în valoare absolută, mărimea vitezei rămâne” 
aceiași ori de câte ori mobilul traversează aceiași suprafață de 


nivel. 


In aceasta constă principiul zis al conservării forţei vii. 
Este însă, necesar pentru ca acest fapt să aibe întotdeauna, loo, 
са suprafeţele de nivel să nu se întretae unele ou altele. 
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4. Notă asupra integralei forţelor vii. Egalitatea, 


1 1 
gm v — gm v? = U (x, у, е) — U (vy Yo z) ne dă 
1 


1 М 
3 та? = z mvo + U (а, y, z) — U (£o Yos 20). 


Cum primul membru este esențialmente pozitiv, rezultă că 
punctul mobil nu poate egi, în mişcarea sa, din regiunea de 
spatiu definitá prin inegalitatea 


| Трет 
d к б, тоо + U (x, y, 2) — U (£o yo, 2, > 0. 


| Când această regiune nu coprinde întreg spaţiul, ea este 
limitată de suprafaţa 
+ mv? + U (x, y, z) — U (£o, yo, 20) = о 
care depinde de poziţia inițială a; punctului şi de mărimea vi- 
tezei sale iniţiale, însă este independentă de direcţia acestei viteze. 
Aplicaţiune. Fie un punct material supus numai acţiune; 
greutăţii. Luând axul Oz vertical, avem 
Х=о, Y=o, Z=—mg. z 
Traectoria este, după саш se ştie 
(pag. 45) conținută în planul de- 
terminat de viteza iniţială şi de 
greutatea punctului. y 
Funcţia de forţe este à Fig. 36 
U = — тог + const. 
iar suprafeţele de nivel sunt planurile orizontale = == c, după 
cum s'a mai spus, 


Teorema forțelor vii ne dá 


+ mv? — a mv, = — mgz + mg2o 


de unde deducem, ca integrală a mișcării, 
v? + 2gz = 00 + 2дг = const. 
Funcția de forţe fiind o funcţie uniformă de x, mărimea 
| vitezei v redevine aceiaşi, în valoare absolută, când mobilul 
revine la acelaşi plan orizontal. Pe de altă parte, cum 


vy! — 2g(2 — 20) > о şi prin urmare 2 < 2, +- rezultă, că 


24468 — 4 


тше m mu Ec 
EA = 
à ENa Ean 5 = xm 
Цаанаа Te TORRE ET 
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oricare ar fi direcția vitezei iniţiale, punctul se va găsi fntot- 
deauna dedesubtul planului orizontal de cotă ad. 
g 


v? А 
Dacă 2, = o, valoarea "T reprezintă înălţimea la care se 


ridică punotul material când este asvârlit vertical în sus, de 
pe planul хОу, cu viteza vo 


К IV. REZUMAT. 
In rezumat avem 7 ecuaţiuni, care pot în anumite cazuri 


să ne procure integrale de ale mișcării. Aceste ecuaţiuni sunt 
următoarele: i 


d dz d d 3 d 
q) a ar) x a (» 1) =", a» 4)-2 


care corespund teoremei cantităţii de mişcare proectată pe trei 
axe, apoi 


d акау ул, 
d[e ru а d) |=- 


(2) : a" da — a т) | = 2x —az 


care corespund. teoremei momentelor cantităților de mișcare în 
raport eu 8 axe dreptunghiulare, si însfârşit , 


(3) d (me) = Хах + Ydy + Zdz 


sau dT = d бате corespunde teoremei forţelor vii. 


V. ECHILIBRUL UNUI PUNCT MATERIAL LIBER. 


Să considerăm un punct în mișcare. Se numesc poziţii de 
echilibru acele poziţii în care forţele care luorează asupra 
punctului îşi fac echilibru, adică au o rezultantă nulă. In astfel 


BARS 


de poziţii, punctul va fi realmente în echilibru dacă-l vom 


presupune lipsit de viteză şi aceasta trebue subinfeles. !« Jt. v 
Dacă X, Y, Z sunt proecţiile rezultantei forţelor, pozi- 


file de echilibru -sunt prin urmare definite prin . sistemul de 
„ecuaţii 
(1) X=o, Y=o, Z-o. 


Să presupunem că există un câmp de forţe. In asemenea 
caz, componentele X, Y, Z sunt funcțiuni numai de eordonatele 
æ, y, z ale poziţiei punctului. Rezolvind ín raport de x, y, z 
sistemul de eeuatiuni (1) obţinem una sau mai multe poziţii 
саге vor fi poziţiile de echilibru. 


1. Definiţia stabilităţii de echilibru. О poziţie de echilibra 
A este zisă stabilă, dacă agezánd punctul într'o poziţie infinit 
vecină de A şi abandonându-l forţelor, după ce i s'a imprimat 
mai întâi o viteză iniţială foarte mică, punctul ia o mişeare 
infinit apropiată de poziţia A. In cazul contrariu,. poziţia de 
echilibru este zisă nestabilă, 


2. Teoremă. Când există o funcție de forțe, Orice' poziție 
care corespunde unui maximum al acestei funcţii, este o дого de 
echilibru stabil. 

Prin ipotezá 


xem. y23U gW 


U fiind funetia doi forte. Pozițiile de echilibru verifică sistemul 
de ecuații 
оО ЖО Du — - ФО. 
Ету > ду d д5 
ele corespund deci unui maximum sau unui minimum al funofiei 


de forte U (x, y, z). 
Fie A o poziție corespunzând unui maximum а al funoției 
U. Intr'o poziție А, infinit vecină de A, valoarea funotiei U - 


M 
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este 9—8, Sọ fiind infinit de mie şi 
să imprimám punctului o viteză foarte 
apoi aefiunei forțelor. 

Punctul se va pune în mişcare. 


pozitiv. In poziţia „A, 
mică v, abandonându-l 


9 e SAS 
Fie după un timp oarecare, a—s valoa- a 25 a£ 
H * . ы 
rea lui U si v viteza punetului. Potrivit % И 
teoremei forţelor vii, avem Fig. 97 
1 y 1 2 j | 
gm 0° — 3 M v? = (a—s)— (a—s) 
adică : 5 | 
itis 1 | 1850. d 
gm v — = тоо вв. 


Insá i. т; 22 este pozitiv, Deci e ^este mai. mie. decât 
t [4 
i т vo? F eo :şi rămâne astfel infinit de mic. Valoarea a—s a 
funcţiei U fiind în consecinţă infinit apropiată de valoarea a, 
rezultă, că poziţia punctului va rămâne infinit vecină de po- 
ziţia de echilibru A şi echilibrul va fi stabil. 

Potenţialul fiind prin definigiune egal cu —U, un maximum 
al: funcţiei de forţe corespunde la un minimum -al potenţialului. 
Teorema de față mai poate fi deci enunțată în felul următor: 

Când forţele aplicate unui punct material liber admit un 
potenţial, orice poziţiune a punctului care corespunde unui 
minimum al potenţialului este о pozitiune de echilibru stabil. 

„Exemplu. Un punct M este atras de un punct fix O cu o 

forță F proporţională eu distanța 
рУ M ® OM si este. animat їп momentul 
Fig. 38 iniţial de o viteză care trece prin 
O. Mişcarea este evident rectilin& 
şi dacă luăm punctul О ca origină, avem 


F = — Ж. 


Funcția de forţe este i ` 


27 n t U= — 4 k æ? + const. 


Ц 
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Ea este maximă pentru æ= o, deci poziția О este o 
poziţie de echilibru stabil. Е 

Dacă forța Е ar fi repulsivă, am avea F = ka, functia 
de forte ar fi U = AL kat +c şi valoarea 0х = о n'ar mai 


corespunde unei poziţii de echilibru stabil,: U fiind minim 
pentru д = о. : i : : 
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III. MIŞCAREA ŞI ECHILIBRUL UNUI PUNCT PE О. 
SUPRAFAȚĂ SAU PE О CURBĂ. 


1. MIŞCAREA PE O SUPRAFAȚĂ. 


Fie un punct M supus unei rezultante de forte Е. Dacă 
punctul este obligat de a rămâne pe o suprafaţă S, el va de- 
scrie o curbă (C) trasă, pe suprafaţă, care nu este traeetoria, 
punctului în mișcarea sa liberă sub acțiunea forţei Е. Aga dar 
suprafaţa, exercită o acţiune asupra punctului, care modifică 
acceleraţia mișcării sale libere. Acţiunea suprafeţii este deci 
echivalentă unei forte N aplicată în M, care compusă eu forţa, 

F dă o rezultantă coprinsă în planul 

oseulator al curbei din punctul М şi 
(c) \S egală eu mw, w fiind acceleraţia punc- 

tului în mişcarea sa pe curba (О). Mis- 

carea punctului, va putea fi considerată, 

ca o mișcare liberă, descrisă sub acțiunea 

acestei rezultante, numită, forță motrice. 
Forţei F, i se' zice forță direct aplicată. 

Când suprafaţa, este perfect netedă, N este o forţă nor- 
mală suprafeţei. In cazul contrariu, forţa N are o componentă 
tangenţială curbei (C) în sensul contrariu mişcării, care cores- 
punde la ceea ce se numeşte frecare. In cele ce urmează vom 
presupune că nu există frecare. 

In virtutea principiului acţiunii şi reacţiunii, acţiunei N 
a suprafeţei asupra punctului, ii corespunde o reacțiune P а 
punctului asupra suprafeţei, egală şi direct opusă lui N. Acea- 
stă reacțiune este zisă presiune a punctului. 


N 
Fig. 39 
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1. Ecuațiile diferenţiale ale mișcării. Fie suprafaţa 
F(z,y,2) = о. Cosinusurile directoare ale normalei la supra- 
faţă ам ca expresiuni (axe dreptunghiulare) 


BE ОЕ ОЕ 
Eii.ove ee 
чуо qr 0qp C) Os +V m ЕТ . 


Se va şti în fiecare caz, după natura problemei, care semn să 
se ia înaintea, radicalului. 
Ecuațiile mişcării punctului pe suprafață vor fi 


d?z N oF 
nimm A ADAE 
d*y N oF 
mrga = КОСА ру; 


d? N дЕ 
m і? = 7 + ЖАЫ ду 


deci 4 ecuații pentru determinarea alui ж, ў, ® Xj N 
în funcţie de t. : 
Dată eliminăm pe N, obţinem 
m 2 К m ® —y mZ 
0) —— r = — n = — 
ФЕ să ағ 
Òr ду д2 


adică 3 ecuaţii, împreună ей F(x,y;z) = o. Cele 2 ecuaţii 
diferenţiale introduc 4 constante. ў 


2. Se profită adesea de ecuaţia suprafeţei pentru a se 
exprima 2, y, z în funcţie de dei parametri arbitrari: 


ж = pil 8), у=, 2 = pala, B) 
Se formează atunci 3 
de dy. dm da. dg. da di 


dB di? а în funcție de a, ё, di' dt! dB) de 


care se introduc în ecuaţiile (1). Integraţiunea ne va да pe 
a. gi B în funcție de £ si de 4 constante arbitrare, acestea cores- 


рш valorilor Hos Bo, (ж), (© i), din momentul initial. 
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3. Aplicatlunea teoremei fortelor vii. Este esential de re- 
marcat că în aplieatiunea acestei teoreme nu se va fine soco- 
teală de acțiunea N, căci ea fiind normală curbei (C). travaliul 
*1 este necontenit nul. Vom avea десі 


f t 
mod mw == f (X dz +Y dy + Zdz) 


n| = 


unde X, Y, Z vor reprezenta numai componentele rezultantei F 
a forțelor direct aplicate. i 
Dacă forțele direct aplicate "admit о funcție de forțe 
U (ж, y, 2), atunci se obține o integrală a mişcării 
qme—U, Y у= тї»? — U (£o Yo 20) = const. 
care dă valoarea lui v? în fiecare punct al traectoriei. 


4. Presiunea pe suprafaţă. Să considerăm sistemul de trei 
axe dreptunghiulare format de tangenta МТ 1а traectorie, de 
normala MN а suprafeţii si de dreapta MS perpendiculară pe 
planul TMN. И 

` н Fie F; , Е„, F, , componentele 
forței F ре cele trei axe şi N ac- 

) fiunea suprafeţei asupra punctului 
mobil, îndreptată după cum sa 
spus pe MN. ` 7 ; 

Normala -principală a curbei 
este: situată în planul NMS. Fie 0 
unghiul pe care îl face eà cu MN. 
Acceleraţia totală wa mobilului având 
са proeotii: 


Fig. 40 


e pe MT, а соз 0 pe MN si t зіп Ө ре MS, rezultă, inmul- 
find eu m şi egalând cu proecţiile respective ale rezultantei celor 
două forțe F şi N, si 

v 


(2) . „m =, m cos6=N+ Fa, m деш 6 = Е. 


Ecuația a doua ne dă pe N. Presiunea P, egală şi direot 


- migearea devine liberă. 
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opusă lui N, va avea prin urmare ca valoare 
m 
=—N=F – т j cos. 


200p у 
Forţa — тр, îndreptată pe normala principală a curbei 


şi spre exterior, este zisă forța centrifugă. Presiunea pe supra- 
faţă este deci egală cu suma proectiunilor pe normala la su- 
prafaţă a forței centrifuge și a forţei direct aplicate. 

Fn este presiunea statică. Prezenţa ` forţei centrifuge este 
ceea, ce deosebeşte presiunea statică de presiunea dinamică. 

Observând că , R = В, cos (teorema Meusnier) R, fiind 
raza de curbură а seetiunei normale а suprafeţii (plan TMN) 
ecuaţia а doua se mai poate scrie 


2 
m RN + Ea. 


: Dacă există o funcție de forţă U, avem v? = 2 (U +h), 


h fiind o constantă, așa. că dacă se cunoaşte Rn si Е, se poate 
calcula N si deci P. ЧА 


5. Caz particular. Dacă punctul se mişcă numai în virtutea 


unei viteze iniţiale, adică dacă presupunem Ё = o, atunci 
Fr, Е, şi Fa sunt nuli si cele 3 ecuaţii (2) ne dau 
2 
i =o, sin б=о, mg-N iar R= К, 


deci: 1°) mişcarea este. uniformă; 2°) normala principală a curbei 
este normală suprafeței, deci planul osculator al curbei este 
normal suprafeței şi curba este o linie geodezică; 3°) presiunea 
devine egală cu forța centrifugă. i 


, Notă. Dacă, punctul nu este legat suprafeţei şi se mişcă pe 
una din feţele ei, este necesar, pentruca 


punctul să rămână pe suprafață са forța N — 
N să fie îndreptată spre regiuhea unde JAEN 
punctul poáte părăsi suprafața. Când N ` Fo 


devine nul, punctul părăseşte suprafaţa, şi Fig. 41 


= 2\5 
II. ECHILIBRUL UNUI PUNCT PE О SUPRAFAŢĂ. 
a). Condiţia de echilibru este ca forţa F să fie normală, 


suprafeţei, căci atunci rezultanta totală, adică 
N rezultanta forțelor F şi N este nulă, dacă 
T presupunem punctul lipsit de viteză. In con- 


Fig. 42 secință, însemnând prin X,Y,Z componen- 
tele forței F condiția de echilibru se exprimă 
prin ecuațiile, 


X Y Z 
OF ^w “оу Е (508) = о. 
PIDE TRUE 27 i 


Dacă X, Y, Z sunt funcțiuni numai de ж, y, z, acest 
sistem de trei ecvații ne dă valorile z, y, z ale pozițiilor de 
echilibru. In cazul când rezistența suprafeței este unilaterală, 
trebue să mai exprimăm că forța F este îndreptată spre regiunea 
unde punctul nu poate pătrunde, sau că această forță e nulă. 

b). Dacă forțele direct aplicate admit - o. funcție. de forțe 
U (x, y, z) condițiile de echilibru devin 


QU w w 
дх ду дз 137 A 
1) ЭЕ = E = poc Е (v, y, z) = o. 
dz y ЕЯ 


Cele două dintâi ecuaţii exprimă că în ori'ce poziţie de echilibra, 
normala la suprafață este normală si suprafeţii de nivel sau, 
cu alte cuvinte, că suprafața de nivel este tangentă suprafeţei 
F (æ, y, z) = о. Ducând suprafeţele de nivel tangente suprafeţei 
date, punctele de contact vor fi chiàr poziţiile de echilibru. 


Teoremă. Ori се punct al suprafeţei F(x,y, 2) = о unde 
funcția de forțe U (c, у, г) este maximă, constitue о poziție de 
echilibru stabil. 

Dacă în funcția U (x,y,z) înlocuim pe z prin valoarea 
trasă din ecuaţia F (x, y, 2) = 0, U devine о funcţie de 2 şi y. 
Maximul si. minimul lui U sunt date, după cum se stie din 
Algebră, de cele dou& ecuaţii 


dU du oU oU 


oz oz dz = о 
a de + 5. dy + D dz = о 

între care se elimină dz şi se egalează apoi cu zero coefi- 

eientii lui da si dy. Ori, asemenea operaţie ne conduce la sis- 

temul de ecuaţii (1). Aşa dar punctele suprafeţei F (x, y,2) = o 

unde funcţia U (x,y,z) este maximă sau minimă, corespund po- 

ziţiilor de echilibru. 

Rămâne să demonstrăm că punctele unde funcţia U (x,y,z) 
este maximă corespund echilibrului stabil. Demonstrația, bazată 
pe aplicaţiunea, teoremei forțelor vii, este la fel cu aceea pe 
care am dat-o pentru punctul material liber căci, şi în cazul 
de față, travaliul nu depinde decât de forțele direct aplicate şi 
prin urmare numai de variaţia funcţiei U. 4 

Exemplu. От punct material obligat de a rămâne pe o 
suprafaţă, este supus numai acțiunii gravitaţiei. Е 

Luând axul Oz vertical şi îndreptat spre zenit, avem 
U =— mgz-rc, deci poziţiile de echilibru se obţin ducând 
planuri tangente orizontale suprafeţei date, aceste planuri orizon- 
tale fiind suprafeţe de nivel. În punctele de contact unde z este 
minim, funcţia U este maximă şi echilibrul este stabil. 


IH. MIŞCAREA UNUI PUNCT PE O CURBĂ. 


1. Ecuațiile mişcării. In caz când nu există frecare, acțiunea 

N a curbei asupra punctului este o forță normală, adică con- 

ținută în planul perpendicular tangentei MT în punctul M. 
Rezultanta forţelor direct aplicate Ё şi 

acţiunea N trebue să ne dea prin com- Ny 
punere o forţă situată în planul oseulator 
şi având ca valoare mw, w fiind accele- 
тайа mobilului. Mişcarea punctului poate 
‚ fi considerată ca liberă sub acţiunea forțelor 


С) 


F 
Fig. 43 


F și N, rezultanta lor, fiind forța motrice. r 
Insemnánd prin X, Y, Z proecţiile forţei Е gi.prin a, & 
cosinusurile directoare ale aefiunei N, ecuațiile mişcării în raport 


cu un sistem de axe dreptunghiulare vor fi 
dà. 
m = = X+aN 


dy a 
d? 
Um da = 3+ сМ 
eu ++? 1 şi a dx + b dy + c dz = о care exprim& 
că forţa, N este perpendiculară; tangentei MT. 


La acest sistem de ecuaţii se adaogá "ecuaţiile curbei, fie 
sub forma . { 


fi @#)=о, hle, y а) о 
fie. exprimând ре æ, y, z în-funeţie de un parametru variabil 
== (0), у= (0), z= ps (a). 


Cazul І. Cele 7 ecuații ne dau valorile zc, Y, z; а, b, c 
şi N în funcţie de't, Pentru a elimina pe a, b, c si N, vom serie 


aN da + bN dy + eNdz=o 


-дохто Pu of, of, of, E 
і ; әт det o dy +91 de =o. 
дї, of, aul, 
ЕРТ dz + ay dV tx de = o. 
каз аал Ша» 
Inloeuind pe aN, bN, cN prin m dz — X, т 0 = 
т pci =Z şi eliminând pe dz, dy, dz, obţinem 
dp ^ diy — duo 
mai X muc dà 
. f En ofi => d 
DET дул: д2 i 
дї, ЈА ША 
| dx ду д2 


"ecuaţie care împreună eu fi (v, y, z) = о si f. (v, y, 2) = one! 
dă valorile cordonatelor 2, y, z în funcție de t şi de 2 constante 
arbitrare, Una din constante corespunde poziţiei iniţiale, care 
fiind pe curbă pretinde pentru precizarea ei o singură condiţie, 


ado EAI ME 


(ТЕ 


iar cealaltă constantă arbitrară corespunde vitezei iniţiale, care 


fiind tangentă curbei se găsește precizată tot printr'o singură 
condiţie, 


Cazul Il. Sistemul celor 8 ecuaţii ne dă pe T, Y, Z; @ b, с; 
N şi a în funcţia de t. 

Ecuația 

adx + bdy + cdz = o 
se serie 
а Ф! (а) +b фу (о) + c os! (a) =0. 

Dacă pentru forțele direct aplicate există o funeție de 
forte U, atunci, însemnând prin À o constantă arbitrară, avem, 
potrivit teoremei forțelor „vii şi. ținând socoteală că în aplicaţia 
acestei teoreme... forța N nu intervine, ea fiind perpendiculară 
direcţiei mişcării, 
so (Ur) deci s? = ф (a). 


adică 


007 -не 


şi prin urmare 


` [ (p1)? + (pl? s (Фа)? ] ey - 9 (a) 


din care deducem pentru ca o valoare: de forma 2 = Е (о), 


кы 
£j. EGO 
' Această ecuaţie ne dá pet în funcţie de a şi invers, pe 
a în funcție de t. Ecuațiile curbei ne dau atunci ре 2, y, e în 
funcție de t. К 
` Procedeul se aplică şi în cazul când forța depinde numai 
de poziţia mobilului, adică atunci când 


de unde 


Х=Ё, (ж, у, ғ), Ye F, (ш, y 2), Z = F; (v, y, 2). 


—g- 


Avem, їп adevár, 
Х = 6,0), Y —9,(2), Z 8, (0) 


şi travaliul total 


% 
© = f X da + Y dz + Z dz 
0 


este tot o funcţie de a, аза că egalitatea 


1 am bi 3 
z MU С уту =®©._. nedí v=p (a). 


Obţinerea, lui v? depinde, după eum se vede, de o спайга- 
tură, ceea, ce nu se întâmplă dacă există o funcţie de forțe. 


2. Presiune pe curbă. Presiunea punctului pe curbă este o 
forță egală şi direct opusă acţiunei N a curbei asupra punctului. 
AN Pentru a-i afla valoarea procedám astfel: 
/ Descompunem forța direct aplicată F în 


Fep (С) + 


componenta ei tangentialá Е, = m де şi 
în componenta ei din planul -normal, F,. 
Compunerea forţei Fn cu forța № ne dă 


ета v? = 
forța centripetă Fep = m g` Vedem atunci 


că, presiunea Р este rezultanta forţei cen- 

NL trifuge Fep = — Fej si a forţei Fa. Аза 
Р dar: Presiunea punctului asupra curbei 
DDE este rezultanta forței centrifuge și a com- 


ponentei din planul normal a forței direct aplicate. 

Dacă există o funcție de forțe, se cunoaşte v? şi se poate 
calcula prin urmare imediat presiunea. 

Exemplu. Punctul M descrie un cerc întrun plan vertical 
sub acțiunea greutății F; el porneşte din M, cu viteză 
nulă. 


Fie N acțiunea normală a curbei asupra punetului. Forţa 
motrice este rezultanta R a celor două fort 


е F si N. Sub 


= 


efectul ei, punctul M descrie în mişcare liberă cercul dat. 
Avem 
U — mgz + const, 
5 1o 
deci g mo! = mgz de unde 
v! = 2 gz. 


Pe de altă parte, luând са sens 
pozitiv direcţia OM vedem că 


Е, = mg зір Ө, deci 


= В v a 20% ` 
P = mg sin 0 + m R^" sin 6.+ m 4. 


Cum însă z = sin 0, putem serie 
Р = mg sin0-|-2 mg sin Ө adică, în definitiv; P = 3 mg sin 6. 
Această formulă arată că în punctul C, unde presiunea 
statică este mg , presiunea dinamică este egală cu 3mg. Rezul- 
tanta forţelor N si mg, in acest punct, este deci îndreptată dela 
C spre O şi egală eu 2mg. 
Insfârşit, în punctul M, viteza fiind nulă, forţa centrifugá 
este şi ea nulă si presiunea sé reduce la componenta, normală a 
greutăţii. Aceasta, fiind însă si еа nulă, conehidem că în ponctul 
Mg nu există nici-o presiune. 


IV. ECHILIBRUL UNUI PUNCT PE О CURBĂ. 


Poziţiile de echilibru sunt acelea, unde forța Е este nor- 
mală curbei, căci atunci rezultanta forţelor F şi N este nulă, 
dacă presupunem punctul lipsit de viteză. 

Condiţia de echilibru este prin urmare 


X da + Ydy + Zdz= 0 


X, Y, Z fiind proeeţiile dreptunghiulare ale forţei F. 
a). Dacă curba este dată prin ecuaţiile à \(® у. 20, 
fala, y, 2) —9: diferenţialele dæ , dy , dz satisfac celor două 


ecuaţii 


= = 


iig] ac 
SS a a a i a a aia 


m (e 


on de + f dy +L de= o 


М do +В dy + d ав — o. 


Eliminarea lui dz, dy, da între cele trei ecuaţii care conţin 
aceste diferenţiale, ne dă 


X Y Z 

of, dh of 
FE UE es =" 0; 
| da dh dfa 


oz ду д2 | 


Dacă X,Y, Z sunt funcțiuni date de x,y,z, această 
ecuaţie împreună cu cele 2 ale curbei, „determină poziţiile de 
echilibru. 

b). paci curba este | dată prin ecuații de forma 


æ= pula), а XX 

cups de echilibru se serie, 
Xe/(z) + Y pa) + Zola) = 
ecuație, Gare în caz când X, Y, Z sunt funcții de 2, y, 2, este ) 


de forma ф(х) = о. Rădăcinile acestei ecuaţii corespund . pozi- 
tilor de echilibru. Ч 

Notă. Când există o funcție de forțe pentru forţele direct 
aplicate, avem în cazul echilibrului pe o. curbă aceleași teoreme 
ea în cazul echilibrului pe o suprafaţă. 


IV. FORŢĂ DE INERTIE. — MIŞCARE RELATIVĂ. 
I. FORŢĂ DE INERTIE. 


Când învârtim o piatră pe care o ţinem în mână, simţim 
foarte bine că piatra apasă asupra mânii și această apăsare, 
potrivit principiului acțiunii și reacţiunii, este în tot momentul 
egală şi direct opusă forţei care prin mijlocirea mânii fi dă 
pietrii mişcarea, ei de rotaţie, Astfel, piatra se găsește supusă 
în fie ce moment unui anumit efort F, iar mâna la un efort 
Е" egal gi direct opus lui F. Acest efort F' se numeşte forță 
de inerție. © - 

Cuvântul de forță de inerție a fost bine ales, căci reac- 
fiunea care a primit acest nume este cu adevărat forţa pe care 
un corp o exercită asupra noastră în virtutea inertiei sale, când 
căutăm a-l scoate din starea de repaus sau când încercăm a-i 
modifica mărimea, direcţia, ori sensul vitezei de care se găseşte 
animat (pag. 10). ў 

Fie, pentru a preciza mai bine această noțiune, А un punct 
material si B un alt punct care acționând asupra lui A fi dă 
acestuia o anumită mișcare, Dacă m este massa punctului А gi 
w accelerația mişcărei sale, forța care acţionează punctul este 
F = mw. Forţa de inerție a punctului A va fi o forță F', egală 
tot cu mw, însă direct opusă forței F şi aplicată în punctul B. 

r' B ANR 
Fig. 46 


Dacă x, у, 2 sunt cordonatele punctului A їп raport de 
3 axe dreptunghiulare, proecţiile pe aceste axe ale forței sale 
de inerție vor fi 


D 


24408 — 5 


— 00 — 


d 


d 4 
m aa — m ©, die 


— той 
Лаг proeofiile acestei forțe pe tangentă şi pe normala principală 
^ traeotoriei punctului, vor fi respectiv egale cu 
dv A v2 
— т "dt 81 — т R 
cea dintâi fiind forţa de inerție tamgențială, iar cea de a doua 
forța, de inerție centrifugă. 


II. MIŞCARE RELATIVĂ, 


După cum știm de la teoria mişcărilor relative din Cine- 
matică, avem Au н 


| (wa) = (wr) + (we) + (we). : 


Inmulţind cu massa m, obținem 


(mwa) = (mwr) + (mwe) + (mwe) 
| sau ! А 


_(Е„) (Е) 4 (Fe) +4(Е.).. 


Această egalitate exprimă că forța care dă punctului mișcarea 

| sa, reală, este rezultanta forţei care îi dă miigcarea' relativă !), 
a forţei саге îi dă mișcarea de antrenare °) și a forței care îi 
dá mişcarea complimentară. a A 


Deducem 


а) (F.) = (Fa) + CE) + CF). 

Forţa — Е. este egală și direct opusă forței Е; ре care 
o imprimă sistemul de axe mobile punctului M în migoarea sa 
de antrenare. Ea, este prin urmare egală cu forţa de inérfie а 


1) Adică mişcarea aga cum este ca văzută de un observator antrenat ou 
axele mobile şi care raportează miscarea punotului la acele axe considerándu-le 
ca fixe, 

2) Adică mişcarea ce dobândeşte punotul oànd' 1 presupunem invariabil 
legat axelor mobile, ты E 

LJ 


-—OO€— ——--— — 
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lui M din această mișcare şi a primit numele de forţă de iner- 
fie de antrenare. Cealaltă — F., egală și direct opusă forţei 
F. , a fost denumită de Coriolis; forţă centrifugă compusă, deşi 
nu se vede destul de bine pentru ce a fost denumită astfel; 
totuși numele a rămas, 

Formula, (1) corespunde teoremei următoare: 


Mișcarea relativă a unui punct poate fi tratată ca o mișcare 
absolută față de axele mobile de referenjá, dacă se adaogă forței 
F, care lucrează realmente asupra punctului, forța de inerție de 
antrenare — F, și forţa centrifugă compusă — F, (Coriolis). 


Cum pentru observatorul din! sistemul fix, singura forţă 
care lucrează asupra punctului este forţa FA, celorlalte două 
— Fe şi — F. li se zice forțe aparente. Pentru observatorul 
însă antrenat cu axele mobile, aceste forţe par efective, са 
componente alături de Е. ale forţei F, care produce migeareá 
relativă. 

„Forţa centrifugă compusă se anulează bine înțeles in 
aceleaşi cazuri când se anulează acceleraţia complimentará 
ше == 2, ev, sina. Aceste cazuri sunt următoarele trei!) : 

1) о = о; mişcarea de antrenare а sistemului mobil este 
o translație; : y 

2) v. =:0; punctul: mobil este în repaus relativ; 

3) a == o; axul instantaneu de rotaţie, al mişcărei de 
antrenare, este paralel cu . viteza relativă a punctului mobil. 
Exemplu: un punct căzând spre pământ şi obligat de a rămâne 
pe?suprafafa unei uși care se învârteşte în jurul unei verticale 
din planul ei (linia balamalelor). : 

1. Ecuațiile migcárei relative, Dacă O жу z este un sistem 
de axe mobil și însemnăm, în raport cw. acest sistem, prin 
X, Y, Z componentele forţei din mișcarea relativă a punctului, 


Xa, Ya, Za E » » » absolută Py 

Xe Ye, Ze n n » » de antrenare э 

хм Ye, Ze n o 0 » complimentară p 
, 

avem 


1) Cinematica, pag. 178. 


22168 = 


ат ау | 


şi în consecinţă, potrivit egalităței (1): 


dèr 

m gp = Xa— Xe — X. 
d? 

т 0 = Y.— Ү,— Y, 
dz 


m gp = 4. — Ze — Ze. Cs 
Aceste 3. ecuaţii. sunt ecuaţiile migeárei relative. Valoarea 
fiecărei forte se determină căutând pe aceea a accelerației din 
mişcarea ce-i corespunde şi înmulțind-o cu massa т. 


2. Echilibru relativ. Viteza relativă fiind necontenit. nulă, 
avem F, = o si Fe = o, prin urmare 
(Fa) + (— F9) =о 
adică, > . 
Xa— X. =0; Y,— Ye =0, Za — Ze =0. 


Exemplu. Să presupunem că un punct M este în echilibra 

2 relativ faţă de planul OMZ care se învârteşte 

în jurul axului OZ, eu viteza unghiulară 

A =) constantă о, Forţa Fe este mru? şi avem 7 

* Fa = Fe. Punctul se găsește în echilibru гө- | 

lativ sub acţiunea forței Fa si a forței de ; 

inerție de antrenare — Fe . 

з Notă. Сапа se aplică mişcărei relative 

teorema, forţelor vii, să se observe că forța centrifugă compusă 

mu intervine, căci travaliul acestei forţe este nul, ea fiind per- 
pendiculară vitezei relative şi deci direcţiei mişcării. 


„Ka 


0 
Fig. 47 


‚ Ecuație. generală: 


V. EXEMPLE DE MISCÁRI. 
PUNCT LIBER. 


Í. MISCARE RECTILINÁ. 


. d'y сеу dx 
т di? =X=F t, c, 4). 


16 Ғог{& constanti, Mișcarea verticală а unui punct greu 
în vid. Vom presupune că în momentul iniţial, adică pentru 


4= 0, avem zQ—0 şi СЭ = 00, mişcarea fiind ascendentă. 


Axul fiind îndreptat în sus, ecuaţia mişcării 


r 
H va fi 
domu ке X c» 
si m тр = mg, (o ei Х = — mg. 
на Obţinem succesiv, prin integrafiuni , 
4 da e : ас Б "t 
di "Ue —8t, sau gp 0 — 9 
А П, 
e apoi: а= 0 -zj 
Fig48. · deci mişcarea este uniform variată. 
Punctul se sue până când viteza lui devine nulă: 
d. =v 
›= = 0 —91=0, de unde t = 
valoare pentru care ` i М 
v 
e z=h= 3g 
Invers: : 


Pentru ea punctul să atingă înălțimea А trebue să luăm 


5 = h, adică să asvârlim punctul: ca o viteză бу egâlă cu Үзәк. 


Din Н punctul va cobori pe aceiași verticală, Funcţia de 
forte fiind U= — mg + const, aplicaţia, teoremei forţelor 
vii ne dă 

A a Йй п 
g m —.mw —-—mga 
adică =w? — 2 ge 


egalitate care arată că la aceiaşi valoare a lui ж, corespunde 
aceiaşi valoare absolută pentru v, fie că punctul se ridică fie 
că se coboară. Ады. i А 

Aşa dar mişcarea де coboríre este reproducerea mișcării 
de suire. ў 

Egalitatea, 0° = 02 — 2 ga rezultă де altfel şi din elimi- 
narea lui і între cele două ecuaţii de mai sus: 


Р 1 
v — v, — gt şi z= vt — g 9Ё. 


In cazul mişcării descendente, fără „viteză iniţială, luând 
pe Oz îndreptat în jos, ecuaţia mişcării va fi 


m 98 = mg 
Se P dn È 
de unde, prin integratiuni, ; 
Fogi 1 Ж; E S 
v= gt şi € = = gt сап v = ze: 


2. Fortá funcţie de timp: X = F). 
Avem succesiv - 
2, 1 
т OS =E (t) sam CEPI 
ЧАРЫК NOIR tap) GYI Б 
Ы ЛАК 1 
L: ; : 
ах 1 m pit 
PES s |, Fe dt = 4(05 


2 — Lo = NIE adică œ= wv poa. 


ET Fort Funcție: de poziția mobllulul: X = F (v). 


7 Ecuația  mişcărei fiind 


022 
тр = Р (2) зап m $2.52 d= F (2) de 


adică 
1 da 2 
d. ўт Ca) = F(z) dz ; 
deducem 
i mo? — $i vy = ( F (x) dz 
хә 


care este integrala forțelor vii, funcţia de forțe fiind 


'U= | Еа) de + const. 


Astfel EE 
: v? = v + 2 [ве dz 
deci É ду 
opt s 
gi prin urmare. © 
dt COE mE —9(z; == (д. 


.  Exemplu. .Atractie . proporțională cu distanța mobilului la 
un centru fim. ` TUR MS s аА 
Fie О centrul fix. Se dá X = — Еж, k fiind pozitiv. 


Condiţii inițiale: t = o:, 2 == жу (punet Mo), v = vo. 
o ei 
F 
Fig. 49 


Ecuația mișcării este 


: ` dix 
m 92 = — ke, зап ga o ӘЗ 
p k е 
punánd pris 
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Regásim 9 ecuaţie care ne este cunoscută din Cinematick 
dela studiul mișcării vibratoare simple. Ştim că integrarea ei 
ne dă M = a cos (ut + a) ; a şi a fiind constante arbitrare. Pu- 
tem serie 2 = А cos ot + B sin of, Exprimând că petru £—0 
avem = c, şi v = v, obţinem: 


== : d 
= А $i v= (97), = Вә де unde B = 2. 


Deci soluţia generală, cu "condițiile iniţiale în evidenţă, 
este 


ur өз ; 0012 n 

(1) L = qv, @08 wt + 22 sin ot cu o-V A. 
Aplicatiunea teoremei forțelor vii ne. dă 

1 


1 
3 mv! — z mw? = U—U, 


ande : ; 
U= z 
= — kv da = — Е 4 = const, 
deci mS 
15 5 fi 2 2 
g то? э то? =—Ёъ + Per 
вап 


Doer У ` 
Can Ll р epa, БА ы 
vUa V vo cog 00 


"In definitiv, mişcarea este vibratoare simplă, durata unei 
oseilatiuni compleete (dus şi întors) fiind - . 2А ; 


2 2r ; m 
Н Т = m 9 т yE б 
“Această durată este deci independentă де condiţiile înt- 
fiale ale migcárei. 
Pe de altă parte, dacă v, = o avem potrivit: ecuaţiei ge- 
nerale (1) i i ` 


x =з ту 608 ut 


şi, plecând dela t=o, vedem că cea mai mică valoare a lui ё 
TION 
pentru care c devine nul este t = is „adică 2 = т. valoare 
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independentă de poziția iniţială, Aga dar, oricare ar fi poziția 
inițială Mo, dacă punotul pleacă din această poziție fără viteză 
iniţială, el va pune totdeauna același timp ca вй ajungă fn О. 
Se zice pentru aceasta că migcarea este tautocronă. 


4. Fortá functle de viteză: X = F (v). 


Avem 
die d 
mg F(v) ^ sau тр = РО) 
deci 
a dv (A ? dv 
4 dt = т go tmn | ®, i 
adică 


= ф(0) de unde . v= ọ (t) 
"şi prin urmare 28 S x 
t 
"T E д! AA Și 
1% T= e(t) (ou а= + E (t) dt: ч 


Dacă voim direct pe a în funcţie de v procedăm astfel: 


da = v dt = v. m к; 
deci А CA 
2 = 20 HM i ges fo). 
о o, F (9) 


Exemplu. Căderea verticală а unui punct greu într'un 


i 


mediu rezistent. "RNC € rs s 
‚‚ .„ Presupunem rezistența proporțională, cu patratul vitezei, 
punând 


v: 
3 M R= mg a . 
Condiţii iniţiale: £ = о, д, = о, v9 = о. Avem, 

R$. suecesiv $ к Tn) 

{ и y de v. 

MEN т. Су mng — "9 ai 

N d g 4 
mg di = e-e) 


m а k k+v : = 
ж () = а ro gle, pi) а 
Fig. 60 


Deducem: 


29, 39 , 
kb oe i „аро — 1 
k— v , { 20 
€t 
€ +! 
sau 2 хаан . 
gt — gi 
k T 
9 de EL € .— e дч 
(2) i di k gi _ gi 
e ka ek 
Mai integrând odată, se obţine 
£u fü 
уе k2 e k +e k 
ш 
(8) cz т Log 9 


Formulele .(2); și (3) dau рео şi рет. în funcţie de t. 
Putem găsi direct o relaţie între v și 2: 
М: гау DU LE Sidi k (—2w do 
da = v dt =v. rtg =- 7 SD 
şi, prin integrafiune, ' | | 5 
5 k? k? k2 
| (4) z—— g;| Log —9? Log? ] = g; Log р 


pur P 


. Formulele (2), (3) si (4) dau soluţia compleetá a problemei. 
Formula (2) arată că viteza v tinde către k când î creşte ne- 
contenit. Deci mișcarea tinde a.deveni uniformă. 

Constantă k` reprezintă de altfel viteza pentru care R 
devine egal cu mg. 


П. MIȘCAREA IN PLAN. 


1. Fortá constantă. Mișcarea proectilelor ín vid. Un. pro- 

' eetil, asimilat unui punct material, este asvârlit din О eu o 
viteză vo înclinată de unghiul а pe'orizontala Ох Să luăm axul 
Oy vertical și îndreptat în sus. Avem drept condiţii inițialele: 


А da: duy В 
1=0 ; X70, Y= о; E = vo 0080, (4), = o sin a. 


т oem 


Oum singura forță aplicată este greutatea mg, ecuaţiile 


mişcărei vor fi: mga = 0, m m = —mg. 

Traectoria, 
Din ecuaţiile mig- 
cărei, simplificate 
cu factorul m, 
"deducem ‘succesiv’ | 
prin integrajiune: o 


dv oc EN "CUL Arme 
di to 008 a= 0, dt — vo sin а = — gt 


apoi 


2 = 00 соза, y=v tsin а — gt. 


Ecuațiile acestea două se puteau serie şi imediat, observând 
că fără intervenţia greutăţii, proeetilul ar fi parcurs indefinit 


tangenta МТ cu o mişcare uniformă de viteză v, ; efectul greu- 


tátii eate prin urmare acela de а се neîncetat proeoetilul 


de o cantitate egală cu тшш -y g (89 în timpul! м, si 
prin urmare de cantitatea E gt? în timpul t, Deci 

a 1 
х= ОТ cosa=voteosă $i y= TP—TM =v t sina — y gt. 


Eliminarea lui t între æ $i y ne:dá - 


1 g2 
y= stgo — y 9 wicosia 


ecuafie care reprezintă o parabolă cu axul vertical. 
Bătaia ОВ, Se: bine făcând y = o în ecuaţia сое 


deci, 2, 
d =0: ) gi p Pu cos? a tga 


adică 


9 
5 sin 20. 


а"! = ОВ = 
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Bătaia este maximă, pentru а= d 


т di 

x чу; а 1040 = 7- ; 

atunci ОВ = 0, 
9 


Ságeata AS. Este valoarea ordonatei y pentru x = ОВ 


002 2 


3g sin 2а, Аза, dar 


vg s 
у= А8= 50 sin 2a. а ÎL g Sint2« 
| 2g à; tg o 3-8 9000700875 
adică 


2 
AS= ay sin? o. 
Săgeata este maximă pentru a = 3 când AS = 8g adicá 
egal eu jumătatea bătăii maxime. 
Valoarea vitezei într'un punct al traectoriei. Avem 
iartă ДЕ as za a 
T h= VN. А 
ВЫ = Cum (2) = (vo соз a)? 4- (v; sin a = gt 
2 ssp 29(. Toe GE» n0 
v =V — 27 (001 sina — -ә 9t ) E 
deci ; 
О Ой Up eA | 
Această ecuaţie se putea obţine încă şi mai direct prin 
aplieafiunea teoremei forţelor vii, саге ne dă în adevăr imediat 


1 2981 2 € 
9." v тә mv, == mgy 


adică v*— v? — 2 gy. : ode 


Viteza аге, după cum se vede, aceiaşi valoare in punotele 
iraeetoriei care au aceiași ordonată у. Ea are prin urmare în 
punctul de cădere В aceiaşi valoare oa în origina O. Cu Moe- 
pere din O, viteza desereşte necontenit până în vârful S al 
traectoriei când y are cea mai mare valoare. De altfel, viteza 
în punctul S fiind orizontală," ebte 'dată: imediat 'de ecuaţia 


e e 


da 
_ qF = Vo cos a 


care exprimă că procoția orizontală a oricărei dintre viteze 
este constantă și egală cu vo сово. ' 


Viteza nu se anulează deci niciodată, afară numai de салп] 
particular când а este egal cu —-, adică în tragerea verticală. 


Ecuația v? = v? — 2 ду în care facem v = о ne dă pentru 


Vo? 


acest caz y = 3g" valoare de ordonată care nu aparţine în 


adevăr decât traectoriei verticale şi care reprezintă, după cum 
ştim, înălțimea maximă la care se suie proectilul aruncat ver- ` 
tical în sus. 


Atingerea unui punct. Se cere unghiul œ sub care trebue 
asvârlit proectilul, cu o viteză dată vo, pentru ca traectoria sa a 
treacă printr'un punct M' de cordonate 2/, у'. 

. Valoarea lui æ rezultă, bineinfeles din ecuaţia 


АЕР : 1 А 
Пе) кшш уа ШЕ 
y itg oi 2 4 002 eos? a 


sau $ 
4 qn 
аса ъа оу 
y 2 tga uu d a) 
Deducem: Mt à 
Су 2 0,2 MS 2 vy! bs 
(1) s tg Ama tga + gn time 
Pentru ca problema să fie posibilă trebue să avem 
vo? 2v2 y! i 
M) — (8 ui +1 ) уо 
de unde ү 
То {ШЕ 
2g 2002 
Să considerăm curba 
Le gm. 
Ука 39g ^ 2wi 


Aceasta este înfăşurătoarea, curbei (1) când variem pe « '.) 


1 Infăgurătoaron unei cube AM +- 2 Bh Ommo esto Bi— АС ==о. 
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Ea este o parabolă, cu vârful în O la distanţa, OC = р , 
` focarul fiind in O, iar para- 
2 


metrul egal cu ОВ = " a 
Trebue са M’ să fie situat 
dedesubtul acestei curbe. A- 
tunci sunt două traeetorii 
care trec prin M', corespun- 
zând celor 2 valori date 
de ecuaţia (1). Dacă punetul 

Fig. 52 este situat ре curba ínfágu- 
: rátoare, cele 2 valori « se 
confundă , fiind egale cu rădăcina dublă: i 


Parabola ОВ este zisă parabolă de siguranță, Se poate 
uşor demonstra geometriceşte că cele două unghiuri 01 și o de 
pe figură sunt egale unul cu altul. 


2, Curba balistică. Se numește astfel traectoria pe care о 
descrie în aer un proectil, asimilat unui punct material de 
aceiaşi greutate ca proectilul. 

In mişcarea Ба, punctul material întâmpină din partea 
aerului o rezistență R direct opusă. vitezei sale. şi funcţie de 
această viteză, pe care 
să о reprezentăm prin 
mcF (v), c fiind o cons- 
tantă. Punctul fiind astfel 
supus acţiunii forţelor mg 
şi m c F (v) , ecuaţiile miş- 


y 


cării sale sunt ci 
da - 
m "qn — mcF (0) cost 2 8058. à 


m du = — m c F (v) sin t — mg ` 
Acest sistem 'de &cuaţii diferenţiale de ordinul al doilea 
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poate fi înlocuit prin următorul sistem de 4 ecuaţii diferenţiale 
de ordinul întâi: . 


dx du PE: 

di^ 9003°› di^ "sinc 
d (v cos «) EL. - 
l c F (v) созт 
desing 9 = cF (v)sint —g 


care determină pe c, y, v şi т iin funcţie de t, cu condiţiile 
iniţiale ў 
2=0, у=0; v— 5, T= ty. 
` Putem înlocui ecuația a patra prin următoarea, се se gă- - 
segte dacă înmulțim ecuaţia а patra сп cost şi o scădem din 
ecuaţia a treia înmulțită eu sint: ` 


(a) vý =— goost. 


Această din urmă ecuație se poate dealtfel deduce direct 
din proectia mișcării punetului'material pe normala MN. Avem 
în adevăr, însemnând prin p raza de curbură în M, 


D 
m Г = mg eos t 


însă 
ERU ds 1) PE ds ME di БЕКИ dt 
P d di dcin? de 


şi înlocuirea lui p prin — 04 їп egalitatea precedentă simpli- 
fieatá cu m, ne dă pe (a). ) : 
Să observăm în- sfârşit, că împărțind ecuaţia a treia prin 
ecuaţia (a) obţinem 
d (v cos т) = o Po). 


„Această din urmă ecuaţie nu conţine decât variabilele v 
şi т. Ea este ecuaţia diferenţială a hodografului ?) în 'cordonate 


1) Se ia semnul minus înaintea membrului al dotlea, deoarece s oreste 


da 5 
când т descregte, aşa ch derivata a este negativă. 
2) Qinematica, pag. 02. 


polare, de oarece v este raza vectoare a unui punct al hodo- 
grafului si « unghiul lui v cu direcţia fixă Ол. 

In definitiv, vedem că soluţia problemei de faţă depinde 
de integratiunea: următorului sistem de ecuaţii diferenţiale: 


(1 dz = v совт dt 

(2) dy = v sin т dt 

(3) d (v cos 1) = po Po) de 
(4) v d t =— g cos dt. 


Dacă putem integra ecuația (3) adică ecuația diferențială 
а hodografului, singura care nu conține decât două variabile 
v şi ©, atunci rezolvirea complectă a problemei se reduce la 
simple cuadraturi.. In adevăr, trăgând pe, dt din ecuația (4) și 
înlocuindu-l apoi în (1) şi (2) găsim 


v dr 

© dost ы 

` (6) oo, dec da 
(7) / | dy- — 7 ig. dr 


aşa că dacă am avea integrala ecuaţiei (3) adică ecuaţia ho- 
dografului în cordonate polare 

v—d$(7)- 
atunci înlocuind ре v în ecuaţiile precedente prin ф (т) am ob- 
(ine prin nişte simple cuadraturi expresiile elementelor ї, œ $ y 
їп funetie de т. 

Câteva particularități ale curbei balistice. Presupunem că 
rezistenţa aerului R și deci F (v) este o funcţie continuă, ores- 
cătoare, anulându-se gi devenind infinită odată cu v. 

1. Viteza orizontală v cost desorește necontenit, In adevăr 
cele două ecuaţii (8) si (6) і i 

@( cos «(5 v F (v) de 


do = — 5 d 


4 
! 
1 


si prin urmare 


теа eM 
ieu ашды: далан rs АДАЗЫ ДОКА 
€ SE Apt S ET 


ne dau prin diviziune 
d (v cos т) MEN c E: (0) 
е ШТУ 
Membrul al doilea fiind totdeauna negativ, rezultă că 


v созт descrește necontenit când æ creşte, In vid, s'a văzut că 
v созт păstrează din potrivă o valoare constantă, 


2. Fie M, şi M, două puncte ale curbei balistice situate 


pe aceiaşi orizontală, Vitezele v, și v, dim cele "două puncte, 
“înclinările «, și t, ale tangentelor pe orizontală si distanţele 


M, À și M, A ale punctelor la săgeata traectoriei nu sunt egale 
între ele ca în vid şi avem “ 


vi 0, Ti Ca, M, A 5 M, A. 
a) Să aplicăm în adevăr 

teorema forțelor vii între М, şi M,. У 
Cum travaliul greutăţii mg este. 
nul, punctele M, si M, fiind la 
acelaşi nivel :avem, însemnând 
prin зу şi 8, lungimile de are de la 

origina О a curbei balistice până o 
la cele două puncte: PP 


1 " ; Fig. 54 
ym (052 —vwu)-— | R ds e 
E 


travaliul elementar al rezistenței R fiind negativ si egal cu 
— R da. : 4 4 


; 
. Deci, 


? 


а wat — w^ о 
| vi» V2.» : * SUI 
b) Plecând dela ecuaţia; (7) 5.5 i o s 
dye —5 ts. ds 
вап 


tgr: ёт== — dy 


24468 — 6 
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să integrám dela M, la vârf, adică dela тү la zero. Obţinem 


şi în mod analog, integrând dela M, la vârf, 


У 


Log eos т, = — f бау. 


Ori, după cum am văzut mai sus, pentru 2 punete situate 
ре aceiaşi. orizontală, viteza în punctul de pe ramura urcătoare 
este mai mare decât viteza din punetul de pe [ramura 'coborâ- 


toare, deci fiecare element £ dy al integralei a doua este su- 
perior elementului corespunzător. al integralei întâia, de unde 
rezultă, ţinând seama de semne, că 


Log cos т, у) Log соз т, sau соз t). COS Ty —- 
$i prin urmare 
d тү (б: 
c). Să integrám de asemenea între M, si S și între M, şi 
S expresiunea 
dz = dy eotg т. 
Avem, ţinând seama că y, = yj, 


s EE 
MA = | eotg т dz 
9 
şi 
3 ҮҮ Hi ni 25 Ys g 
АМ, — | cotg т a- {Ё eotg й. 
ГА 


Уз 
Raţionând ea la litera b) ajungem imediat la coneluzia cá 
M, А? АМ,. 

3. Viteza, poate să treacă printr'un minimum dincolo de 
vârful traectoriei. 

Din ecuaţia, diferenţială a hodografului 

d (v совт) = 7 v F (9) de 

deducem 


ао | sin +9 Fo) ]. 


dle cost 
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Pentru ca viteza să poată trece printr'un minimum, trebue 
să avem 
= ' deci sinc + 7 F (v) — o 
egalitate care nu poate fi Ба decât pentru то, adică 
dincolo de várf. 


4. Traectoria are о asimptotă verticală, la distanţă finită. 
Avem în adevăr à 


JU YI DE ED саго Š 
z=- Í Dare cog j=- | D tgrdr. 
to 9 Я ту 9 
Ori, când т tinde către valoarea — 2; tg* tinde către 


infinit şi prin urmare integrala а doua devine infinită la limită, 
pe câtă vreme prima, integrală rămâne finită. Aşa dar, când 


= — 5, curba admite o asimptotă verticală la distantá finită. 


Toate aceste particularităţi ale curbei balistice dovedesc, 
că atât mişcarea pe această curbă cât şi forma, generală, a curbei 
diferă, cu totul de mişcarea în vid... ў 


Cazul când rezistența aerului este proporțională ` cu o rit 
а vitezei, 


Să presupunem că avem 


R-mcF (v) ) = mop, ER 


RS 
k fiind o constantă, In acest caz, ecuaţia diferenţială - (3) a ho- 
dografului HM. LONG eee 
:d- (v cos т) = ас F (v) dr 
adică | 
f d(v созт) cv 

D— "TÀU de Р 
devine integrabilă. In adevăr, devizánd. ambii membri аі ei 
prin 0" cos? +17, obținem = 


d (v cos х) си de 
(ocosr)nti (п cosn t t« 


E 


у ҮА 


ŞI integraţiunea, acestei ecuaţii între limitele tọ şi т; ţinând 
seama, că pentru т = t, avem v = 00, ne dă = 


Kim 4 SHE TOS en: |" dr 
cosse ^ („созыл фп} совт +1 = 


Avem astfel o relaţie câre ne permite să calealăra - pe v 
în -funcție de. т, adică să determinăm ecuaţia hodografului | 


v—(0(:). FR 
După cum am mai spus, problema poate fi atunci com- 
plect -rezolvită prin cuadraturi, cei ecuațiile (5), (6) şi (7) ne dau 


Une da "us сор 
rd ч g n, Cos 
" "T 
v= | vwd: 
! ШЕ; E 


CS D. a 1 (7 - Р 
t S011 y--4| v? дт dc. 
Й It : 3 To ^ 
3. Atractiune invers proporțională cu: patratul distanței mo- 


bilului la un centru fix, direcţia vitezei initiale fiind oarecare. 


" Aecelerati ia fiind centrală, ştim că ітаесіогіа este o curbă 
E] 
plană si că legea ariilor are loc în 


y 
pd curbei, adică 
' ав 
2] du 000 
т® дү > const. А 
: Prim ipoteză F = — ^ 


însemnând prin k o constantă pozi- 
` уй. Cam există o funcţie de forţe 


P y = — + const 
avem 
Vd undae d E ape а ТЕ К ini anos 
peo PUT о А00 Арнат беи То 


— B5.— 


Ori, după cum sa văzut in Cinematică la. paragraful 
accelerațiilor centrale, 2 


(2) Wh iira aces. DL 


Egalând pe (1) cu (2) obținem 


(Ж Ws 
Ja С тї d& cS Dey ар! 


«зае гөш care ne dá pe r in funcţie de б, Integrala 


ariilor r?, Lo = с în care vom înlocui spre ex. pe r în funcţie 
де 0 ne-va da.pe:0. în. funcţie de t. Ta 
Este însă mai simplu de a proceda în felul următor: 


n0 ri terminarea traectoriei. Aplicarea formulei lui Binet 
ne; à. ani 


deci 


Putem serie: 


RISD "sz: 
lm | 
T ы 4 5 


dé? — T 
| şi comparativ cu ecuaţia cunoscută T = — uz în care o ar 
fi egal'cu 1, obţinem prin integrafiune SAN 5 
A BE Doo) 


€ şi о fiind constante arbitrare, -Deducem' ' 


(E) 0 arem — T: +e ‘воз 629], 


са 

e d 

Nr ANNI CUBES и ыы ыбы 

cam: Da ааыр 7 
amen am. 
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@ 
T E 
s i = IF сов “cos (U = а) 
deci traectoria este o secțiune conică având unul din focare. în 
centrul fix. 

In formula precedentă putem oricând presupune pe е) о 
căci altfel nimio nu ne împedecă de a mări pe a cu 180 de 
grade pentru a schimba 
semnul cosinusului, Un- 
ghiurile 0 şi @ sunt cele 
arătate de figură; e este 


5n e. 0 
excentricitatea iar y pe 
rametrul, 


h):: Determinarea con- 

stantelor arbitrare, Con- 

| Fie. 56 i аі iniţiale: го, 05, v, 

| ву, însemnând prin = un- 

ghiul vitezei” v cu raza ‚ véctoare OM. Ecuația traectorlei con- 

ţine 3 constante arbitrare с, е, şi & pe care trebue să le de-' 
termină. Formulele pe care le vom utiliza, sunt: 


1 kk 
a) T — v3) (0 — o) 
din eare deducem 
LM л 
m4 Ske 
=ar ^w sin (= ; 
(БИЗ: S des 
(2) "uds 


E. sin (0— a); . Rd. RAE Lu ob 


N 


: di 
(8) vsinso rm mro 


Introdueánd valorile initiale, cele | trei formule (1), (2) si 
(8) ne dau | 


etm 3 ү 
rir me eon aptam na ca ече e 
Lr e Hmc KAMEN S п ы 


— 87 — 


1 К К 
т 7 a 7 g 6 608 (0, — a) 
К 5 
Vo 008 6) = -y e sin (6, — a) 
: с 
vo відбу = — 
° D T 


de unde deducem ` 


C = To Vo Sin 8 


"n с "cw 002 sin ep COS е 
e sin (0, — а) = p % соз в, = Ade 
) .0[1 k To V2 Sin? so 5 
cec (te a) 9(1 в) аманы. 


Primă formulă Tne dà valoarea lui с, Celelalte două determină: 
pe a si рее. 
' Dacă ridicăra la раса ре cele două din urmă A le adu- 


nám, găsim - } ч 
ада ше Эё DH ОЗЕ v) 
1:—:е i ( = Do 
ceea ce arată cá traectoria va fi.o elipsă (1 — e? — о) o pa- 


rabolá (1 — e? = о) sau о hiperbolá (`1— e? < о) după eum 
2k 

cantitatea —- — v’ va fi pozitivă, nulă sau negativă. Cum această 
0° 


cantitate nu depinde de £), vedem, ceea ce este foarte important, 
că natura, secţiunii conice pe care o: descrie mobilul nu depinde 
decât de distanţa inițială т, gi de. viteza inițială vy iar nu i 
de direcţia £y a acestei viteze. 

y Шу, Pe de altă parte, mărimea. 
'axulu cel mare a, fiind procurată 
de egalitate cunoscută dih' geome- 
tria analitică: 


alle) 


care dă 
з | d кїйє). 
Fig. 57 ; a 8; i 


avem, înlocuind pe c* si pe 1 — e? prin valorile lor precedente 
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A Em К a 12 00 gin? s / 2k _  „ pai 002 
а To? vg sin? s [2 pe uy] e! CE ele rg 


Vedem astfel ей şi a este independent, de sọ. Conehidem din 
acest fapt si din cel precedent, că dacă diverse puncte materiale 
pornesc din aceiași, poziție inițială cu aceiați : viteză în di ferite 


direcții, ele descriu toate secțiuni conice de aceiagi. naturi și 
având același ax mare. 


в). Expresiunea cordonatelor în funcție de timp. Ecuația 


traectoriei câmbinată cu integrala ariilor т? С == c ne permite 


a exprima pe r şi гре 6 în funcție de timp. In Astronomie!) se 
procedează altfel. Se exprimă т şi 0 în funcţie de o variabilă 
auxiliară 'u 'şi se determină valoarea lui a în funcţie de timp- 

Să efectuăm această operație, ШЕ cá traectoria 


ar fi o elipsă. Inlocuind parametrul. La prin a (1 — P eeua- 


ра conicei raportată la, axul ei Koi mare са ax polar (а = o) 
este 


“a Ă n. a (A ti п5 i 


i Sb. tt U i Ape соз б. AEN tj 

:; Ori, fntr'o: elipsă r-este: întotdeauna coprins- -între a (1——е) 
şi a a E: 9) aşa că putem pune sns m 
3 i а) des чулт m a (1 — 6.005.) Ri 


$i egalitatea: С 


edt 


а (1 ORRI) 1 + e cost 
ne dă pentru б:.. | 
: Mme i сози — e 
(2) 0080 == тсс. 


ed 


1) Vom' vedea în керо, următor o% problema .de față interesează 
migearon planetelor, 


da o = аа 57 m а (1—00) ^g abo = a de. 


——————————S 


pe 80: — 


de unde. =: .' 


(9) his sin 8 = 1- sin u, ntes s 


Ne trebue acum ш în funcţie de timp. Ne servim în acest 
scop de integrala ariilor r?.d 9 = cdt, calculând mai întâi pe 
d 9 în funcţie de v. 

Ecuația (2) diferențiată, ne dă ţinând socoteală de (2)Pis 


i 46 Ме 


= Т = е сози 


deci > эр.) 
e Dai qu dent Yuiel в ута 
(1 — e cosu) du 51, potrivit integralei ariilor, 
a Viza (1—e cos u) du = c dt 
său ше бооч PE. доба) ди = ndt ‚ 


punánd pentru prescurtare 


a? үте үг=а 
Integratiunea ecuaţiei M pr crew ne o dă dnsfürgit: 
(3) u—e sin и = nt + Y * 


y: fiind о constantă arbitrară, 


d). ЖИ» Ecuațiile d); 'Q) si (8) пе "dau soluţia, com- 
plectă a problemei, căci ecuaţia (8) ne dá pe ш în fancție de t 
iar ecuaţiile (1) şi (2) pe т si pe 9 în funcţie de Vu. 

.Eeuafiei (2) i se substitue de obicei o formulă mai comodá, 
servindu-ne în acest “scop: de relaţia trigonometrică 
@ 1— cos.8 
etg" = i pos. TS 
care ne dă, falocuind| pe cos 6 prin expresia sa 3), 
14e u à 


8 il. ү: 
=з” үт 83 ' Э 


—%— 


D 


Та definitiv dar, soluția problemei este dată de sistemul. 
de ecuații 


r=a (1—е cos u) 


moy 1+е u 
tg 3 = 1—e 8 7 


u—e sin u = nt + T. 
с 
Putem da constantei п = avi Viza ° formă foarte simplă, 


observând că potrivit formulei ştiute din Cinematică: А = i ct, 


valoarea lui с este egală cu îndoitul ariei descrisă de raza 
vectoare într'un timp, divizată prin acest timp, aga că dacă raza 
, veetoare descrie aria întreagă a elipsei 


Р s b d `\ 
т ай=та? (2) = та VI— ë !) 


х ` В а 3 e 
şi însemnăm prin T durata revoluţiei punctului pe orbita sa. 
avem 


_ a naVIZe 
D FTT 
şi prin urmare 


Cantitatea л se numeşte viteză unghiulară mijlocie.. şi 
productul nt este zis mișcare mijlocie . а punetului mobil. 
ln! ‘Astronomie, unghiului 0 i se ‘zice anomalie adevărată 
iar unghiului и, anomalie. exoentricá, 


ЗООДО» Lento! Й А ус Sa i { 4 


ш. MIŞCARE. IN SPAȚIU. 


Atracjiune proporțională cu ' distanța mobilului la un 
centru fix, direcția vitezei inițiale fiind oare care. 


Dea х,у! 


о 


Гала centrul fix са origină a unui sistem de axe dreptun- 
ghiulare. Forţa de atracție F trecând prin O, suntem în cazul 
aecelerafiilor centrale. Oricare 
ar fi legea, pecare ar urma-o 
forța, ştim că mişcarea este 
plană si că legea ariilor are 
loe pentru orice plan trecând 
prin punctul O. Planul curbei 
este determinat de vectorul vi--:' 
tezei inițiale şi de рн 0. 


ecuaţii pe cari le cunoaştem din] Olnoniatiek, li dela mişcarea. 
„eliptică în spaţiu. Integraţiunea ne dă › E: 
= а ‚воз (wt + a), y= b. cos (wi + B), E = 1008 ( at- 1) 
в, b, c; à; f, fiind 6 constante arbitrare care ве “determină 
prin ete iniţiale 2055005120; o, yo, Zo 

Aga dar mişcarea este eliptică, iar ровна. ei pe axé dà 
trei mişcări vibratoare simple. Centrul elipsei este M- punctul О. 


fu 
riy i 


VI. MISCAREA PLANETELOR. — GRAVITATIA 
UNIVERSALÁ, 


1. Legile lul Képler. Legile mişcării planetelor au fost date 
de Kepler în anul 1618. Aceste legi deduse din observaţiile 
astronomice ale lui Tycho-Brahé sunt tn numár de trei gi se 
enunţă în felul următor, considerând planetele și soarele ca sim- 
ple puncte materiale:. í 


1°. Planetele se mişcă în planuri trecând prin soare gi razele 
,Veotoare duse din soare descriu arii propor- 
fíonale cu timpul, 

2°. Orbitele planetelor sunt elipse, soa- 
rele ocupând unul din focare; à 
: 3°. Patratele duratelor de revoluție 

Fig. 59 ale planetelor în jurul soarelui, sunt propor- 

fionale ou cuburile axelor mari ale orbitelor ce descriu. 

Din aceste legi, Newton a dedus legea, forţei care produce 
mișcarea în. felul următor: f 


Consecința legii întâia. Știm, că atunci când un punct se 
mişcă într'un plan în aga fel că raza vectoare, care uneşte mo- 
bilul eu un centru fix din plan, descrie arii "proporţionale eu 
timpurile, acceleraţia si deci forța care solicită mobilul trece 
necontenit prin punctul fix. . : ET 

Din aeeast teoremă și din prima lege a lui Képler, re-. 
zultă că forța care solicită o planetă trece necontenit prin soare. 


Consecința legii a doua, După această lege, traeotoria pla- 
netei este o elipsă, eu soarele · într'unul din focare. Insemnánd 


a: 


OS 


prin p parametrul şi prin e excentricitatea elipsei, avem deci 
са ecuație a orbitei, în cordonate polare, luând “polul în soare, 


du : 
ec 


ure rs 


Ori, potrivit formulei lui Binet, forţa centrală care pro- 
duce mişcarea are ca expresiune . 


1 
2 — 
mo (a + ата 
mU LIU d 2 
c fiind constanta ariilor şi m massa planetei. 
Inloeuind în această expresiune pe 
1 
1а 
7" ре -ag 


prin valorile ce rezultă din ecuaţia elipsei, adică: 


TUS à 1 
\ Avo ү есов@, Pr _ _ eco 
D p p а 6 E 
se obţine \ 
po ome, 1 
piri 


valoare negativă, care corespunde prin urmare unei forțe atrac- 

tive. Aşa dar, în conelusiune: Forța eare solicită o: planetă este 

atractivă și intensitatea ei variază. în raport invers cu patratul 
distanţei dela planetă la soare. 

ТҮ, 5 ы Е e 

Potrivit expresiunii forței, s'ar părea că coeficientul F 

n P i Y 5 


variază dela o planetă la alta; legea treia а lui Kópler va 
stabili că acest coeficient rămâne acelaşi ori care ar fi planeta 
considerată. 


Consecința legii a treia, Fie a şi b: lungimile semi axelor 


elipsei descrisă de planetă; avem р = = >. 


Ре de altă parte ştim ой constanta ariilor, o, este egală 
eu îndoitul ariei descrisă de raza veotoare fntr'un timp oare 
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саге à, divizată prin t. Dacă prin urmare însemnăm prin Т 
durata unei revoluții complecte, avem 


cab 
Т, 


c=2 


şi ca urmare 
с? т? д2 b? 


Аат СО nc | 
p bi 
Сут 


T)’ 
LI aia .. * . 3 
Ori, potrivit legii a treia a lui Képler, raportul T este о 
constantă. In consecință, expresiunea lui F devine 


p-onnk 


pa 


A. + H x 
însemnând prin k valoarea constantei = - Aşa dar: Forţa care 


solicită ori ce planetă este o atracțiune proporțională, cu massa 
planetei și invers proporțională си patratul distanţei dela pla- 
netă la soare. 


2. Gravitatia universală. După ce a stabilit legea forte: 
care produce mișcarea planetelor, Newton şi-a pus problema 
următoare. | R : 

«Sá ..se-afle: traectoria, ce descrie -un punct -material soli- 
citat de o forţă centrală și atractivă Е = — кп » 

Noi am tratat această problemă la capitolul precedent şi 
am văzut că traectorià poate fi o elipsă, o parabolă sau o hi- 


perbolă, după cum diferenţa a — v? este pozitivă, nulă sau 


negativă. 


Cum cometele descriu în jurul soarelui elipse. foarte alun- 
gite sau parabole, cu focarul în soare, Newton s'a întrebat 
atunci dacă legea forței care produce mişoarea cometelor nu 
este identică cu aceea a mişcării planetelor, 

Ori, observaţiile astronomice au probat că legea ariilor 


—95— 7 


are loc si în cazul cometelor. Аза dar expresiunea forţei mo- 
,trice este si pentru comete tot Pup 


jar raportul Sosa dovedit pe de о parte a avea aceiaşi va- 


loare pentru toate cometele, iar pe de altă parte a fi egal cu 
acela care corespunde mişcării planetelor. г 
Newton a gásit astfel сй legea 
Я Ет 


Dum 

este o lege generală pentru planete şi comete, coeficientul Ё 

depinzând numai de soare şi reprezentând atracţiunea, !soarelui 

asupra unui punct de massă egală cu 1 așezat la unitatea de 

distanţă. Jang Sy i 

„Mergând mai -departe, Newton-a cercetat şi mişcarea sa- 
teliților în jurul planetelor. Considerate ca absolute, aceste miş- 
cări sunt eliptice gi verifică şi ele destul de sensibil legea 
ariilor. Aşa dar ori-ce planetă atrage sateliții săi "proportional 

. “cu massele lor si invers: proportional eu patratul distanţei sa- 
telitului la planetă. Fie cărei planete fi corespunde un coeficient 
“particular de atraetiune А, aga сй forţa de atracţie a planetei 
“asupra unui'punet de masă ту, aşezat la distanţa т; de planetă, 


x im, $ 
este egală еп —3- 
Un 


Cum planetele atrag sateliții şi ori-ce corp de pe supra- 
faţa lor,. ele atrag desigur şi soarele. : : - TO: 

Fie M massa soarelui si m massa unei planete; Ё coefi- 
cientul de atracție al soarelui şi A acela al planetei. Soarele şi 
Planeta fiind aşezate la distanţa Tr, atracţiunea soarelui asupra 

km AM 


„planetei este TA $i aceea a planetei asupra soarelui m Ori 


aceste două atracţii sunt egale între le, potrivit principiului 
acţiunii gi reacţiunii; deci avem 


k \ 
km = AM sau ТМ Анай таз 


ei LL e II 
DIA EI 
T Lem = : 
m 
ааа Ree n RE p E qune EE 
-— "Des rm ША шы iam m Tk D 
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"Asociind soarele altor plânete de masse ти, m/,... 8i ca- 
raoterizate prin coeficienții de atracţie M, А", .. vom găsi un 
şir de raporturi egale . 

k A N N! 
ТЗ тт ici oto Ef) 
însemnând prin f valoarea comună a raporturilor. : 

Atraoţiunea mutuală dintre. soare şi o planetă oarecare 


poate prin urmare să fie pusă sub forma, 


Mm Ў 
i 


valoarea coeficientului / fiind aceiași pentru toate planetele. 

Newton a generalizat acest rezultat, enuntánd următorul 
„principiu, cunoscut sub numele: de principiul. atracțiunei sau 
gravitatiunei. universale: 


„їп sistemul solar compus din soare, din ГУ planete: şi 
sateliții lor, două puncte materiale oarecare se atrag proporțional 
cu masselor lor $i invers. proporţional си pairati distanței dintre 
ele“. ; : 
„Constanta, de ЖЕУ f, care reprezintă atracţia; unităţii 
de massă asupra unităţii de massă la. unitatea de; distanță, nu 
este.:o constantă pur numerică; ea depinde de unităţile de lm- 
gime, de timp şi de forţă (sau de massă). In adevăr, dacă în- 
„semnăm. prin Е forța de. atracţiune mutuală - între : două, masse 


m şi m, avem . х 
m m P, eset E F. m 
mm * 


= 
І 


Оп, dimensiunile unei':masse ín sistemul M. K.-S. suùt 
Dur /T?; dimensiunile lui- f sunt deci -date de către raportul 


A чтүн adică Е-(ТАТ-*. 
J ЕІ 


Determinarea, lui f este o chestiune de Fisick experimen- 
tală, In sistemul О. G. S; GE 


Miss (хол 3862 DE 


aa шшш 


„poziţia, verticală OA. Greutatea, mg face atunci 


„echilibru şi-l abandonăm acţiunii greutăţii, după 


“VII. EXEMPLE DE MIŞCĂRI PE SUPRAFETE 
SI PE CURBE. 


:1. PENDULUL SFERIC. 
(Mişcare pe o suprafaţă) 


1. Pendul sferic. Să considerăm un punct material de 
greutate mg ataşat la extremitatea M a .unui fir inextensibil gi 
fără massá, cealaltă extremitate O a firului fiind fixă. 

Punctul este în echilibru când firul ocupă 


echilibru tracţiunei exercitată de fir asupra, 
punctului. 
Dacă depărtăm punctul de poziţia lui de 


ce mai întâi i-am imprimat o viteză iniţială 
oarecare, punctul se va mişca aga fel că distanţa, 
sa la extremitatea fixă a firului rămâne con- : - 
stantă. Avem deci cazul mișcării unui punct pe suprafaţa, unei 
sfere de centru O şi de rază OM. bi. нй 

Acţiunea, suprafetii asupra punctului este aceea pe care o 
exercită firul asupra punctului pentru a-l menţine pe sferă. Ea 
este îndreptată pe raza OM, normală sferei. 


Fig. 60 


2. Ecuațiile diferenţiale ale mișcării. Sistem Oz y z, drept- 
unghiular, axul Oz vertical şi îndreptat în jos; N, acțiunea 
firului, 7, lungimea, sa. Avem: 


У d2z T 
v Orc М-р 
dy _ AL. 
m) iq 
dz [l 5 
m q = — Мт + т 


а? + ух + е = 


deci 4 ecuații pentru determi- 
narea neounoscutelor c, y, z, N 
in funcție de t. Aplicaţiunea teoremelor generale gi íntrebuin- 


- Fig. 61 
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farea cordonatelor sferice ne permit de a înlocui acest sistem 
prin alte ecuații mai simple. 


3. Aplicatiunea teoremelor generale. a). Rezultanta forțelor 
mg şi N întâlneşte necontenit axul fix Oz. Momentul ei în 
raport cu acest ax fiind nul, teorema ariilor are deci loe pe 
planul «Oy, adică avem 

0) d PE 


c fiind o constantă arbitrară. 


b). Forţa direct aplicată mg admite funcția de р тог. 


In consecință 
2 


ru mo SH mv? = тије — mgzy 
adică 5 М 
o (Ry CE E] 2er 


d fiind o nouă constantă arbitrară. 


4. Intrebuintarea cordonatelor sferice. Fie OP intersecţia 
planului verticai MOZ cu planul orizontal Озу. Avem, „pe fi- 
gură, (он = 1 sin 0): 

ж == 1 sin 0. eos ф ` 

y = lsin 6. sin ф 

2 = cos б. 
Inlocuind pe 2, у; z- prin aceste 
expresii în ecuaţiile (1) si (2) vom 
obţine 2 ecuaţii în 0 şi ф oare 
vor fi suficiente pentru rezolvirea 
problemei mişcării. De aci, utilita- 
tea cordonatelor sferice. Avem de 


altfel 
di = (cos cos а. - — sin 0 sin à A) 


di mi (0090 вій ф 4. + sin 0 cos 9 Ф) 


di > sin 0 run 


"00 —— 


Inlocuind pe x, y, 5, = , E A 5 prin expresiunile 
de mai sus, în ecuațiile (1) si (2), se obţine sistemul de două 
ecoatii 


a) È sint 0 ЧЁ = ci) 


E] 3 
(2) se eila) + sin? 0 (4) ]- 2 gl cos 0 + e 
саге se poate serie, însemnând prin 0, o, Y'o, valorile iniţiale 
ale elementelor 0, în, 4? : 


M= sint, È — sin0,.y, 


Qm (а) sine (Дд) — т 998 — cos 0) + 


> 9, + зіп? 00. 9/595. e. 
ала у а га 
peus pe qr; obţinem ecuaţia 


з 2 
di = ^E. (cos — cos) sin? 6 4- 


Сауу, „М, 7. regatt bibi, de 310104 


(P? -- sin? 0, 43) sin 02 — sint Ө, Yo? 
eare se mai poate scrie, observând că sin?0 — вір? Ө, = 
cos? 0, — cos* 0, EXT 
(3) sin*0 (Ж). = 2р (соз 9 — cos 8) (1 — GER 6) + 
6/02 (1 — cos26) + sin*6, q/,* (cos? 0,,— cos? 0). S 
Inloeuind pe cos 0 printr'o variabilă 2, observăm că civ 


1) Ecuația aceaste se putea sorte imediat, ойо! ; potrivit logit ariilor 
avem e Ж o şi r m iain. 


— 100 — 


al doilea este un polinom de gradul al 3/& în t, ale căruia 3 
rüdácini sunt fntotdeauna reale. In adevăr, dacă în acest polinom. 
înlocuim succesiv pe æ prin 

— о a — 1 a cos 0, , i +1 
găsim rezultate ale cărora semne sunt, respectiv, 

+ , — A ) c o 
Deci, o rădăcină, negativă, in valoare absolută -mai mare decât 
unitatea, si două rădăcini coprinse între — 1 şi +1: 


Srl а: = з 
—k ; cosf,  ', соз 0; ^. 


Са urmare, polinomul se poate: pune sub forma 


- “(e + k) (g — e089,). (æ — cos 6,) 


adică 
(4) E (eos Ө + Л) (eos 0 — соз 6,) (cos 0, — cos 6). 
5. Reducerea problemei là cuadraturi. Ecuația (3) în care 


înlocuim membrul al 2!*: prin expresiunea (4) ne dă 


dt sin 0.46 


s 6 E (cos6 + А) (eos 0 — cos бү) (cos 0; — cos 0) 


şi ecuaţia (1) ‘е me: dă ca urmare. 


deren s 49 
аф = sin? 0 Y'o- - : == 
VETT (eos6 + k) (cos — созбу) (cos8, — cos6) 


Integránd, cu începere dela momentul iniţial, avem 
2 9 mi sin 0 d 8 i AS 
(B) t= | M 


6o Vie (соз 0 + k) (eos 8 — боз б) (ёоз 8, — cos 0) 


[ d a 
Otita D = 
90 sinoV/ zd (воа0--К) (ооз 0—00s0,) (00300056) 
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Relatiunea dintre 6 şi t se exprimă prin mijlocul fune- 
tiunilor zise eliptice. 

Din egalitatea (5) se vede că pentru ca t să fie real, un- 
ghiul Ө trebue să rămână coprins între cele două unghiuri б, 
şi 0, căci соз6--% fiind pozitiv, semnul polinomului de sub ra- 
dea depinde. numai de acela al productului (cos Ө — созбу) 
(сов 0, — cos 0). Aşa dar extremitatea penduluhii nu iasă din 
zonă orizontală limitată de cele două mici cercuri care cores- 
pund unghiurilor 0, și 03. 


`6. Cazuri particulare. 1°. Să presupunem б, = 6, In a- 
cest caz avem 0, = 0, = 6, si 0 = 0,. Polinomul în z trebue 
să admită ea rădăcină dublă pe x == соз б. Exprimánd că atât 
acest polinom cât gi prima lui derivată .se anulează pentru 
ж = còs, se obţin condiţiile 


S57 8',—0-— sg 4 cos 0) = 7 . 
Pendulul deserie un'eere orizontal, cu o viteză unghiulară 
d ce dei A E б быу" A 
Da constantă si egală cu viteza unghiulară iniţială ф', (ecuaţia 
1'e), ; 
29; Să presupunem 4/4 = o. Ecuația (1) arată că atunci 


d este. și el nul şi prin urmare unghiul ф rămâne; constant, 
deea ce insemneazá:cá mișcarea se efectuează inifPun plan veri 
tical. Formula (2) se" reduce, dopă eliminarea lui > sin? 6, : la 
următoarea, : ; uud uni : 


6 
dt Ea 93 S 


at 2221 9:0 { 
4/20 (cos8 — соѕ 0) + 9^? . 


şi aceasta ne dă legile pendulului circular, pe care le vom stù- 
dia mai jos ба :exemplu de mişcare .& unui punot pe o curbă 
fixă, 


П, PENDULUL CIRCULAR. 
(Mişcare pe o curbă) 


i Dacă depárt&nd punctul de poziţia lui de echilibru А, 
il aducem in M,, şi-l abandonám apoi aofiunei greutăţii fără 
a-i imprima .yre-o viteză iniţială, el se va mişca în planul 
vertical МОА pe un are de cere, deseris din O са centru, 

Putem deci privi 
punctul material M ea 
fiind obligat de a se mişca. 
pe un are de cere, sub e- 
fectul unei forțe egală, cu 
greutatea sa, 


^i: Teorema forţelor vii ne dá 


+ mv? = mg (2—20) 


Fig. 63 adick 
Ё w 1 p = 2; (2 su) 2 } 

Această relatiune. arată cá viteza, nulă, în punctul Mo, redevine 
nulă în punctul M',, simetrieul lui M, în raport cv ' verticala 
Oz. Rezultă că punctul va oscila indefinit dela M, la М, apoi 
de la М’, la М, şi aga mai departe. Toate aceste oscilații fiind 
identice, va fi suficient să studiem pe una singură, dintre. ele, 
sau chiar numai mişcarea dela M, la A. 


2. Reducerea problemei la cuadraturi. In formula (1) să 
exprimăm variabilele v şi z, în funcţie de unghiul 0, 
Figura ne dă | і 
f aeo зу. у. 
şi însemnând eu в arcul M, M, (dela M, la M) 


f м 4% 
#=1(%—% di „= a-i. 
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Formula (1) devine în consecinţă 


р (2 Э 2 gl (eos 0 — cos 6,) | 


de unde deducem 


1 эл: : 
l d 6 
dt = — Vi "NE toe 
20 У сов ð — сов 6, 
luând înaintea radicalului semnul minus, de oare ce @ se miego- 
ü a 8 ре ы 
reazü când crește ¢ si derivata ca este deci negativă, 


Integránd eu începere dela momentul inițial, avem 


-; r9 
1 db : 
ee E 
(2) Vá N cos 6 — cos 6, 


Membrul al doilea este o integrală eliptică. 


+8. Cazul micilor oscilaţii. Să presupunem pe 6, foarte mic. 
Atunci $1 0 este foarte mie si avem destul de aproximativ 
` F „02 s 902 
с080=1— 5, cos 0, = —3 
eos 0 — соз 0, = 1. (02 — 02). 


Formula de mai sus (2) devine 
ncs Vt f dà 
9 Je v 6%? — 62 
şi integrând 
(3) > t= VF — аге cos - 


Deducem 
0 = - 6, eos С VI » 


Făcând 6 = o în formula (3), se obtinet — Му ; acesta 


este timpul pe care-l pune mobilul ca să ajungă din M, in A. 
Deci durata T a oseilafiei dela M, la M', va fi 


T= "ү. j 


„чы нл. 


= IW — 


„Această durată esto, după oum ae vede, independentă de 
unghiul inițial 0,, însă numai in ordinea do aproximație ce am 
admis. 

Dacă într'o localitate do po pământ, măsurăm direct va- 
loarea lui ү, formula proceduntă по permite de а oaloula pe g. 


Avem în adevür 
ey 


Notă. Ştim ой teoroma forțelor vii so deduce din proéofía 
mişoării po tangenta la traeotorie. Daoù prin urmate ne servim 
de eouatia generali 


m KEES 


pe саге ne-o dă această proeotie, vom ajunge după o integra- 
fiune tot la rezultatul pe care ni-l. dă :aplioațiunea diréotÁ а 
teoremei fortelor vii, i 

Astfel, în oazul.de mai sus, pioeoţia. mişcării pe tangenta 


din М 1а атом de cero, no dă, 4 fiind ера] оа ipi 


— nii - nig sin 0 
adică 


aa i ө Ай 
2C dad = — 3p sin 8.40 


şi integrând j 
(a) = М (cos 0 — соз б). 


Deei adeiagi ecuaţie là cate conduce aplicația direotá а 
teoremei forţelor vii. i $ 

Când“6 este foarte mic, adică în cazul mioilor oscilaţii, 
putem înlocui pe sin 0 prin 0 şi ecuaţia (4) devine atunci 
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da im 2.9 1) 
dtà gs 
Integragiune& ne di 


6 == a cos (Vf +a) 


a şi a fiind constante arbitrare, Condiţiile 0 — 6, şi @ = 0 


pentru t == o, introduse în expresia, lui 0 si а derivatei sale 
а = — «У L sin (Уа ) 


6, = a cos o 


ne dau 
—a sin % у= 0 


adică а= o si а = 6,. Regásim astfel soluţiunea 
grile 6 6, cos (i V 1) E 


4. Cazul oscilaţiilor oarecare. Să calculăm acum durata 
oscilafiunii, în cazul când 6, ar fi oarecare, : 
Avem potrivit formulei (2) 


r--V (rg 


CR V соз 0 — cos 0, 


T= |Z e аб = 
Bol. e 


2 V 008.0 — воз fo 


sau 


Putem evita funcțiunile eliptice în felul următor: 
Potrivit relátiilor trigonometrice 


А A (} 
1 — cos6 = 2sin ? -$ , 1 — соз 0, = 2 sin * -> 
1) Observând identitatea nccatei eonațli au ecuația diferențială a miş- 
Cării vibratoare simple, putem spune imediat că durata T a unei osollattt 


т nr 
ar, la M^) esto egală ou T adică т V+ . 
l 
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avem 


cos 0 — cos 0, = 2 C1 — ain? T) А 
Să sohimbám acum de variabilă, punând 


(5) sin T = sin n. sin Ф 


ceea ce este permis, deoarece de la o la 0,, sin + rămåne tot 


timpul mai mio decât sin E ; unghiul ф va varía dela o la 3 
când 0 variază dela o la 6,. 


Deducem 


(6) V « соз 0 — cos бу== Masi te ` (1 — sin? 9) = sin -cos e. v3. 
Pe de altă parte, diferenfiánd relatia (5) obtinem 
Xo 40 обр de 


şi în consecinţă 
2 sin cosp de _ 2 sin y cos e de 


cos —5- ПАЙ ЕГЕТ; 1—sin? “e sint Ф 


“Ținând seama de ера Ше (6) si (7) expresiunea lui 
T devine 


4 { VB d, _ 
С, үз. і д 2 sin —;- cos р 
о EI SI 
0 V 2. sin -> cos Ф V1 - sin g зіп? р 


(0 d= 


ар 
adică 


3 т-:үт f атат TUE ? 


Integrala poate fi exprimată sub formă de serie, după pu- 
terile lui sin ? * Avem, în adevăr, potrivit formulei binomului, 


— 107 — 


1 
e — sin? аар) ? l4 T sin? 55. sin? Ф +05 sint t 


sin* Putus: c BS ЭТ) sinn e, sin?" 9 +.: 


Cum această serie este uniform convergentă, dacă punem 
pentru prescurtare 


L 


‚ п 
Шо, = fis sin? ọ de 
0 


` avem, inmuljind egalitatea (8) cu dọ si integrând, 


T=2 Vc [ua + + t, sin? —2- de 3 m sint Jak 


1,3,5,...(2n:—1) 2510, 
Абий п ue pasen 


Se cunoaşte însă din Analiză formula de recurenţă. - 


din care rezultă 


9n —8 "uso 
Van 2: = Sm B, Yen: 4 
to09 eo $us mU ө PIC P 
ES 
нт 
T Л 
а= 797.00 


Inmulfirea tuturor -acestor egalităţi între ele ne procură 
formula generală 


(n — 1) 8n — 9) .... 3.1 
"s = —$n(n—3)... 48 o 
Insă 
, LET 


== [ар-р О 
0 v 
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deoi, fn definitiv, 


e = L3.. (n — 3) (2n — 1), т 
m 7 DE On —3)2n 2 


Aplicaţiunea acestei formule ne dà 


zT 4 2 е 
ME а + (уез, 


13....(9n — 1) \2 6 
ЦЕ ne) a tee]. 


Când unghiul 6, este foarte mic, se poate reduce paran- 
teza, la primul ei termen, ceea ce ne dă valoarea 


enoyar 
: g 


pe care o cuhoastem. Obtinem însă o valoare $i mai apropiată, 
dacă luăm din paranteză primii doi termeni, ceea ce пе dă, 
P р 


* 


В 2 
înlocuind pe sin? ES prin (2) : 
_ [LIT [К 

7 Т = т Vi (1 + 16 * 

5. Mişcarea pendulului într'un mediu rezistent. Să presu- 
punem rezistența R a mediului proporţională cu viteza gi să 
reprezentăm intensitatea ei -prin: 2-mho: Această forță este în- 
dreptată pe tangenta la traectorie 
şi. în sensul invers al mişcării. 

Forţa tangenţială F; având са 
expresie 

F; = mg sin — 2 mhv 
aplicaţia formulei 

dv 


m "dt == Fe i 
à 
ținând seama că v = —1 £i ne dá 


ran + L зіп Ө = о 


1 
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саге este ecuaţia migolrii. Dacă unghiul @ este foarte mic, avem 
aproximativ 
dio «0 
(1) т кР 6 о. 
Soluţia generală a acestei ecuaţii este, după cum se ştie 
din Analiză, 
(2) 6 = Peat + Qeft 


P şi Q fiind 2 constante arbitare iar a si 6 rădăcinile ecuaţiei 


X? + 2A4X +2 —о 


а=-в+ Vr- 4 ph Vre- 4. 


Șă presupunem rezistenţa mediului destul de mică pentru 
са diferenţa à? — 9. să fie negativă; rădăcinile а şi 6 sunt 


atunci imaginare şi, dacă punem, 


`~ 


(3) i 4- =з дз 
putem serie | 
а= = + ай, = = ваї 


valori care substituite în expresia (2) пе dau 
Өрел) + Qe ТС, 


Insá Y 
ati 
e 


= cos at + i sin at 
©З cs cos at —. i sin at 
deci к : я 
o = e | (P+ Q) cos at + i (P — Q) sin at] 
san încă 


(4) 6 = eh (A ооз at + В sin at) 
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punánd | 
Р+О= А, i(P-Q)=B 


A si B fiind constante arbitrare. Valorile acestor constante 
sunt date de ecuaţia (4) şi următoarea dedusă prin derivare 


А dè — i 
(6) T = "Г B — hA) cos at — (h B--a A) sin at] 


în care vom face, potrivit condiţiilor iniţiale, 


dà N 
ї = о, "Mery d 79 j 
Obţinem astfel 
h 
A = 60, В = TT 0, 

si introducând aceste valori în (4) și (5) găsim 

ap '9 = 6, jg (cos at + LA sin at) 

(pis e = = la + o А ex. uin. at; 


Aceste ecuaţii determină în fie-ce' moment poziţia, pendu- 
"lului şi viteza sa unghiulară. 
e е” b Teeth 8 4 
La sfârşitul fiecărei oscilații, avem ЕЧ = о, ceea ce are loe 
pentru at = пт. Oscilaţiile sunt deci ігостопе, са gi in vid, şi 
durata unei oscilaţii este 


Тұ 2z => 
а V4 -k 
l 

Vedem că această durată creşte odată cu №, deci este ou 
atât mai mare cu cât mediul este mai rezistent. 

Amplitudinea oscilaţiilor deseregte necontenit, Fie аһ am: 
plitudinea oscilației a «^, la sfârșitul căreia at = nm. Vom. 
avea, în valoare absolută, potrivit formulei (4)%8: 

_ ме 
a 


Фп = 00е 


— MI — 


ceea ce arată că amplitudinele formează o progresie geometriok 
_ м 


descrescătoare а căreia гаре este e @ 


II. PENDULUL CICLOIDAL, 


1. Să reamintim o proprietate a cicloidei, care se demon- 
.Streazá în cursul de Analiză. 


A 


Fig. 65 


Fie Oz axul cicloidei şi Oz tangenta în punctul O. 

Dacă însemnăm prin s arcul coprins între punctul O si 
un punct oarecare M al curbei, prin = ordonata MP a punctu- 
lui M şi prin a raza cercului generator, avem relaţia 


(1) * s? = Baz. х 


Să considerăm acum mişcarea unui punct greu pe cicloidă, 
axul Oz fiind presupus vertical. Vom lua punctul О са origină 
& spafiurilor s pareurse de mobil. 

Fie а unghiul pe care-l face tangenta «in М la cicloidă, 
dusă în sensul arcurilor crescătoare, cu axul Oz. Proeofia mig- 
cării pe tangenta MT. ne dă- 


1 (2) т zi == — mg cos. 
Insă 1 
g^ д di s 
cos 2 = 5 şi din relația (1) rezultă a = үл: 


Й 
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Ecuația (2) se poate deci serie 
d?s 0 

(8) dii T ia 8 = о. 

Să considerăm pe de altă parte un pendul circular de 
„lungime 7. In cazul oscilaţiilor тісі, ecuaţia diferenţială a miş- 
cărei sale am văzut că este 

rem a 
dg tir 9-0. 
Cum spaţiul parcurs pe cere este s = 16, mai putem 
serie i | 


dès g 
ае ААО 


Comparuţia acestei ecuaţii diferenţiale cu ecuaţia (3) arată 
că mişcarea punctului greu pe cicloidă urmează aceiaşi lege ca 
mişcarea punctului greu din pendulul circular de lungime 1 = 4a, 
în cazul micilor oscilaţii. » . | 

Mai putem zice că mişcarea pe cicloidá se execută după 
legea mişcărei vibratoare simple, durata: T a unui oscilații pen- 
dulare fiind. ` : 


Tos abe 


Т = = = т ta 
{L 9 
ы 4a 


Această durată este în mod riguros independentă de po- 
zifia. inițială a punctului pe cicloidá. Asa dar, ori din ce po- 
ziţie de pe cicloidá, punctul mobil, abandonat greutăţii fără 
viteză iniţială, va pune întotdeauna același timp pentru a ajunge 
în punctul cel mai de jos al curbei. Acest fapt a făcut să se 
dea eieloidei numele de curbă tautocronă. 

Să observăm că lungimea Г = 4a este tocmai lungimea 
razei de curbură a cieloidei în vârful ei O. 


2. Pendulul eieloidal poate fi realizat în felul următor: 
Construim desfăşuratele arcurilor AO şi А/О; Ele sunt două arcuri 
.de cicloidă AI şi АЛ, identice cu AO şi A'O si tangente 
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în punctul 1, centru de curbură în О al éicloidei primitive. 
Герт punctul M de punctul I printr'un fir flexibil și inex- 
tensibil, de lungime egală cù 
IO. In poziţia M de pe fi- І 
gură, porţiunea IT а firului 
se va aplica pe porţiunea IT 
a cicloidei IA, cealaltă por- 
fune TM fiind о linie dreaptă д A 
tangentă în T la arcul IA. 

3. Tautocronismul cieloi- 
dei, în vid, a fost descoperit de 
Huyghens. — Dacă înfăşurăm ко 66 

g 

planul cicloidei pe un cilindru 
vertical oarecare, aşa fel ca baza cieloidei să coincidă cu o 
parte a perimetrului „secțiunii drepte a cilindrului, migearea. 
unui punct greu pe noua. curbă va fi aceiași ca ре cieloidă; 
transformata cieloidei este deci tot o curbă tautocronă şi există 
prin urmare o infinitate de curbe cu dublă curbură care se bu- 
cură de proprietatea tautocronismului, însă, după cum se poate 
demonstra, cicloida este singura curbă tautocronă plană. 


A Notă. Curba, dintr'un plan vertical, pe 
care alunecând fără frecare un punct greu, 
ce ar porni fără viteză inițială dintr’o poziție 
A pentru a ajunge în minimum de timp, 
intr'o altá poziție B mai jos situată, se 
demonstrează cá este tot o cieloidá, Astfel, 
eieloida mai este şi o curbă brahistocrond. 


Fig. 67 | (Bpaxds scurt, урбуос$ timp). 


T 


IV. PRESIUNEA UNUI PUNCT GREU PE O CURBĂ 
CONȚINUTĂ INTR'UN PLAN VERTICAL. 


1. Problemă. Un punct greu este obligat de a se mişca pe 
о curbă întrun plan vertical; să se calculeze presiunea punctului 


pe curbă, 


24468 — 8 
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Fie AB „curba, conținută în planul vertical vOz; vom pre- 
: supune axul Oz vertical şi în- 
T dreptat în jos. 

Fie C centrul de curbură 
al curbei, corespunzător unei po- 
ziţii oarecare М a mobilului. 

Să însemnăm prin ð un- 
ghiul normalei ОМ cu axul Oz 
şi prin R raza de curbură CM în 


| 
| 
| 
| 


punctul M. —— 
Z Ştim că presiunea pe curbă 
Fig.-68 este rezultanta componentei nor- 


male a greutății şi a forței cen- 
à 2 ` 3 
trifuge, care indreptatá pe MN este egală cu m E .: Deci, luând 


sensul MN ea sens pozitiv, presiunea are ca valoare 
ў à : vi 
ХӨ) оу Р = тд cos 0 + т "gc : 


si ea va fi indreptatá dela M spre N sau dela M spre О, p 
cum. expresiunea (1) va fi pozitivă sau negativi, st: 

Fie 00, 2 valorile iniţiale ale lui v si z. Avem, prin 
teorema forțelor vii, - 


pu AER 4 mv* d mte. = mg (z — 20) 
SR UI) post i 
Uc m —w3g(e— 20), 
вап {пей Ae E е а PETE 
(2) viai nete 2g (zh) 


„punând pentru prescurtare 
(8) 7 192—292 = 29. 


Purtând. valoarea (2) a lui v? în formula (1) se obţine 


(4): so Pu ng | oos + BEE ]. 
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Dacă in loo de a fi complect legat curbei, punctul este 
numai aşezat pe ea, atunci pentru ca punctul să nu părăsească 
curba, o condiție urmează a fi îndeplinită şi anume: 
dacă punctul este aşezat pe coneavitate, trebue . са presiunea să 
fie îndreptată în sensul MN gi deci să avem 

уь 2 (2 - Ан + h) Уо 


dacă punctul este e pe CEPR im ca presiunea, să 


fie îndreptată în sensul MC şi prin urmare 
080 + = дй. FE СЕ) ( o. 


Punetele unde presiunea zi nulá sunt acelea unde pre- 
siunea schimbă de semn si prin urmare mobilul părăseşte curba. 


Aceste punete satisfae condiţiei 
eiat 2 (2 Рн h) 


sau potrivit lui (1) . 

mg cos = — m * 
egalitate care exprimá cá їп punctele considerate componentă 
normală a greutăţii este egală şi di- 
rect opusă forţei centrifuge, adică se 
confundă cu forţa centripetá. 

Când punctul părăseşte curba 
AB, el descrie o parabolă SD care 
are cu curba în punctul S un con- 
tact de ordinul al doilea, pentrucă 
în acest punct ambele curbe au a- 
ceiaşi tangentă şi aceiaşi rază de 
curbură, : ‹ 

In adevár, m qoare în punctul S aceiaşi valoare pentru amân- 
două curbele!), şi cum v este același, R trebue să fie şi el acelaşi. 


Fig. 69 


P 1) Căci in punctul S.al curbei AB, prestunea Р fiind nulă, атеш 


2 
=m T == mg cost, tar in acelaşi punct S al mişoării libero pe parabola 


an vi 
SD, însemnând prin В! raza de curbură respeotivă, fora oentripetă — TRE 


fiind ega]É еп proeetin lut mg po normală, are oa valoare tot mg 003 0. 
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2. Exemplu. Mișcarea unui punct greu, așezat în concavitatea 


unui cerc vertical și care pleacă dintr'un punct dat cu o viteză 
dată. 


Să aşezăm origina axelor în centrul cercului, Insemnánd 
prin R raza cercului, avem 


z —Reos0 deci соз 8 = р 
şi, ca urmare, potrivit formulei (4) 
(5) P= (Bz + 2A) 

eu relația de mai sus 


(6) v? = 2g (e + №)., 


. Cantitatea h care figurează. 
în aceste expresiuni este egală, 


Fig. 70 


potrivit formulei (3) cu zS — Zo 
si poate fi pozitivă sau negativă. 

Pe figura alăturată dacă. 
IM, este înălțimea verticală dela 
care ar trebui lăsat să cadă punc- 
tul greu, pentru са să ajungă în 
M, cu viteza verticală v,!), avem 
h = 1Mo—KEM, deci k negativ 
şi egal în valoare absolută cu 
Kl, El este însă întotdeauna mai 
mare decât — R. 

Pentru celelalte puncte L, 
1,,..., situate deasupra lui Oz, 
Ь este pozitiv : 

“h = LM, — KM, = KL, ete. 

Luând deci ca origină puno- Fig. 71 
tul К, sensul KM, va corespunde, 
lui k negativ, iar sensul Kl, lui № pozitiv. 

Aceasta fiind stabilit, observăm mai întâi că v se anulează 


?) Egală numai ca, mărime cu vo din Ma. 


= 17 — ' 


pentru valoarea z; = — h. care, ca să existe ea ordonată de 
cerc, trabue să fie coprinsă între — R și +R, deci 


—R(-ACR sau —R (ACR 
ceea ce revine numai la condiţia 4 < R deoarece h este mai 
mare ca — R. 
Observăm de asemenea că presiunea Р se anulează pentru 
valoarea z, = – 2 h сате, ch să existe ca ordonată a cercului, 
trebue să satisfacă, condiţiei 
2 3 3 
А А ы 3 
ceea ce revine numai la condiţia h (5R. 
Sunt prin urmare 4 cazuri de examinat: 
-3 3 
ho, o(h<R, R(AQSZR, h»R. 
1. < о: Punctul Ij. Valorile z; și 2, sunt amândouă po- 
zitive şi 2, У 22: Deci viteza devine nulă mai înainte ca presiunea 


să se anuleze. Mobilul se întoarce prin urmare înapoi şi descrie 
o mişcare oscilatoare. 


2°, o <h < R. Punctul І,. Valorile z, $i 2, sunt amândouă 
negative şi 22 X zı. Deci presiunea devine nulă înaintea: vitezei 
şi prin urmare mobilul părăseşte curba, 


8. R Ch € $ R. Punetul Із. Valoarea 2, nu există, de- 


oarece ea pretinde condiţia A< R. Viteza nu se anulează deci 
niciodată, Există însă zą şi pentru această valoare a lui g, pre- 
siunea anulándu-se, mobilul părăseşte curba. 


— H8 — 


3 : n. ü 
40, № К. Punctul I. Nu există niei z,, niei ж. Nici 


viteza, niei presiunea, nu se anulează şi în consecință mobilul 
parcurge circonferinta de un număr indefinit de ori, 


3 
D- x T 
| J { 
2 2 


Fig. 74 Fig. 75 


In rezumat, putem spune cá: 
dacă h< Э mișcarea este oscilatoare E 


- o< him SR mobilul părăseşte. curba , 


ЖЕП hy ES: avem mișcare rotatoare, indefinitá. 
In cazul ETE când mobilul pornește din oponon] cel 
mai de jos A, cu viteza v,, atunci 
I 


А 29 i 

` 5 А 2 
si cele 3 feluri de mișcări vor avea loe după eum y va fi. mai 
mic decât R, coprins între R si $ R sau mai mare decât 2 R, 


Pentru realizarea în acest caz a migeárei rotatoare indefinite» 
vedem că viteza inițială v, din A trebue să fie, ca mărime, 
superioară aceleia pe care ar dobândi-o mobilul dacă ar fi lásat 


să cadă vertical dela înălțimea 5. R. 


Notă, Considerând tot cazul când mobilul porneşte din 
punctul A cu viteza vọ, vom observa, că dacă mobilul nu poate 
părăsi curba, atunci Doc formulei 

= v? + 2g (z — R) 
viteza v se е anulează “ia alpaca 


z=R— 35 
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care, pentru a corespunde unei ordonate a cercului, trebue să 
fie mai mare sau cel puţin egală cu — R, deci 


de unde 
v zAgR.. 

In cazul contrariu, viteza nu se anulează nieiodatk!). Ea 
desoreşte necontenit până în punctul А’, apoi 
eregte, trecând prin aceleaşi valori ca la 
suirea până în А’. 

Să considerăm in particular cazul când 
v? = Ág R. 

In acest caz, viteza v se anulează în 
punotul A' de ordonată z=—R. Să cal- 
culăm timpul pe care îl va pune mobilul ca : 
să se suie din A până în A'. 

"Formula de mai sus ne dă 


REY 4 
dt) -*59R-2g(Reos0 — R) 
adicá | 


° 2 
R(&) =2 g (1+ cos 0) = 4g cost 2 
deci 
1 _% -/£ dt 
2 $ VR 
ib. 00845 
Si, cum 
zÍ а. = — Log tg EX + const. 
сов 


rezultă, pentru intervalul dela 0 = о la б=т, 


—Log tg c + Log tg = un “ 


1) Dând lu! vo o valoare mai mare decât 4g R si oăutând valoarea 
lui z pentru care v se anulează, ве găsoşte un e negativ mat mio decât — R 
care nu corespunde astfel nici-unui punct de pe cere. 
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egalitate, care se. reduce la. ` 


TIN r—bi и! / 
М... Lopez 


de oarece Log tg 3 = Log 1 =0. 


Vedem, că dacă facem pe 0 să tindă către т, Ceea ce co- 
respunde. atingerii poziţiei А’, găsim {== со, căci tgo=o şi 
„Log o = — œ. Aşadar, mobilul пи va ajunge niciodată, $n.A'. 


4 


i ie 
aut } en 
x ————— dw ae = 5 
" А хлад м : ы 


è 
rc 
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ч, 
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i 
: M: 
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III. EXEMPLE DE ECHILIBRU ŞI MIŞCARE RELATIVĂ, 
Echilibrul şi mişcarea unui punct la suprafaţa pământului. 


1. Consideratiuni generale. Pământul este animat de o mig- 
care de translație în jurul soarelui și de o mişcare de rotaţie 
uniformă în jurul unui ax de direcţie fixă trecând prin central 
său, 

Echilibrul unui punct la suprafața pământului este deci 
un echilibru relativ, după cum de asemenea mişcările ce SL 
văm pe glob sunt. mişcări relative. р 


Fig. 77 


Să căutăm care sunt forţele aparente се trebuesc alăturate: 
forţelor realmente aplicate, pentru ca să putem trata echilibrul 
şi. mişcările relative despre care este vorba ca un echilibru şi 
mişcări absolute faţă de pământ. ` 

Să considerăm mai întâi translatiunea în jurul soarelui.: 
Fie S soarele, P pământul concentrat în centrul său de greutate; 
şi A un punct de pe pământ. , 

Pentru ca să putem trata mişcarea punctului ca o migoare 
absolută față de un sistem de axe invariabil legate pământului; 
trebue să. aláturám forțelor care lucrează realmente. asupra: 
punctului, forța de inerție de antrenare şi forţa centrifugă com- 
pusă. Aceasta din urmă este însă nulă, de oare-ce mişcarea 


— 122 — 


sistemului mobil este o translație. Forţa de inerție de antre- 
nare este egală cu acceleraţia, lui P, luată in sens contrariu, 
înmulțită eu massa punctului (căci în translație, toate punctele 


au aceiaşi acceleraţie). Cum forța care lucrează asupra lui P 
este atracția solară 


unde am însemnat prin М/ și М massele soarelui şi pământu- 
lui, accelerația lui P are ca valoare 


= 5 = — f. E ви 


şi, în consecinţă, forța b inerfie de antrenare corespunzătoare 
punctului A de massă m, este ' 


s 


Sp? "A 
direcţia ei fiind paralelă | cu SP. Ori, una din forțele 'care lu- 
1 
crează realmente asupra lui A este atracția solară /!!==—. a , 


îndreptată dela A la S. Cum distanța AP este foarte mică faţă 
de distantele PS si AS, avem aproximativ AS — PS si ín 
consecinţă forțele f’ si f" sunt sensibil egale gi direct opuse. 
Rezultă astfel, cá pentru а tine seama de mişcarea de 
translație a pământului, şi tot deodată de atracţia punctului 
de către soare, ar trebui să introducem o forță extrem de mică 
rezultantă, a celor: 2 forte f’ gi f! de mai sus; această rezul- 
tantă variază de altfel necontenit, în mărime și în :direofie, 
căci poziţia punctului în raport de soare se modifică în fie се 
moment; ea antrenează o:;variatiune foarte mică a intensității 
greutăţii şi a direcției verticalei;.se poate însă în majoritatea 
cazurilor să se neglijeze această forță perturbatrioe. 
Raționamentul: pe care l'am făcut mai sus, poate fi repe- 
tat pentru a studia şi efectul atracției lunare. Luna are un 
efect foarte slab, este adevărat, asupra translaţiunii pământului, 
totuşi rezultanta, celor două forțe analoage forţelor f’ şi f" de 
mai sus, care constitue o nouă forță perturbatrice, deşi foarte 
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mică, este superioară rezultantei forțelor f’ si f”, din cauza 
distanțelor mai miei până la lună. 

Cele două forte perturbatrice nu produe decât variaţiuni 
insensibile asupra intensității greutăţii şi direcției verticalei; 
totuşi ele sunt acelea cărora se datorează fenomenul mareelor !), 
şi din cele spuse se înţelege dece atracţia lunară are în acest 
fenomen un rol mai important. 

In rezumat:.este permis, în general, când se studiază, 
echilibrul sau mişcarea unui punct la suprafața pământului, 
să neglijăm mișcarea de translație în jurul soarelui, odată cu 
atracţia solară și lunară și atunci, alături de forţele direct 
aplicate, nu vor mai fi de introdus decât atracția terestră, gi 
forţele fictive corespunzând mișcării, de rotaţie îm jurul liniei 
polurilor. 

2. Viteza unghiulară de rotație a pământului. Cum pămân- 


tul pune 86164 secunde (durata zilei siderale) ca să facă o 
rotaţie întreagă în jurul liniei polurilor, avem 


= 7,29 .10—°. 


Această valoare este foarte mică gi patratul ei 
w? = 5,31. 10—? 


este astfel că înmulţit cu o cantitate de ordinul acelora ce se 
întâlnese în problemele terestre, dă o valoare tot foarte” mică, 
al căreia patrat poate, în general, să fie neglijat. 

Aşa spre exemplu, produetul lui e? cu raza terestră, are 
ca valoare «? R = 3,385 .10—? şi patratul acestui număr 
о R? — 1,146. 10—5 va putea fi, în general, neglijat. 


1. ECHILIBRUL APARENT AL UNUI PUNCT MATERIAL. 


1; Să considerăm un punet M în echilibru рё un plan 
orizontal. Pnnetul se găseşte în echilibru sub раа 


1) Acest fenomen este cu deosebire datorit denivelări! pe саге o pro~ 
duce variaţiunta: direcţiei vertioalei. : 
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1? п ntraofiel terestre MP, îndreptat, spro contrul plmün- 
tului; 
2° a aoțiunoi normale MN а planului asupra punetulul; 
8° a forţei do inor(íe do antronaro МО (forța contrifugă 
compusă fiind nulă în cazul cohilihrului relativ), 

N Cum mişcarea do rotaţie osto uniformă, 
acceleraţia do antrenare esto contri pet și egală 
cu — ro^, r fiind raza paralelei po care se 
află situat punctul, deci -forța do inerție de 
antrenare este centrifugá gi egală ou -|- mro?. 
Greutatea fiind egală si direct opusă acțiunii 
` MN a planului asupra punctului, figura ne arată 
HY. p că valoarea ei, MH, este rezultanta atracției 
Fig. 18 terestre gi a forței centrifuge. 


2. Intensitatea s! direoția greutății. SX presupunem pă- 
mântul ca, sferic și omogen. Fie: 
O, centrul pământului, 
M, un punet de la suprafaţa sa, 
SN, linia polurilor, 
EE, ecuatorul. 
` Өй însemnăm prin R raza 

terestră, şi prin 0 unghiul razei: 
тесіоате OM cu ecuatorul, Atracția 
terestră MP trece prin O; fie т@ 
intensitatea, ei. : Е 

Forța  centrifugă МС este 
perpendiculară pe. SN siare са 
valoare absolută . mro?, r fiind Fig. 19 
distanţa punctului M la axul de 
rotaţie. Insfárgit greutatea este reprezentată prin rezultanta MH 
a vectoarelor MP și MC; fie mg intensitatea ei. 

In triunghiul MPH să considerăm ca cunosonte latura MP 
egală cu mG, latura PH egală cu mrw? sau то? Б соз б, şi 
unghiul MPH egal eu 0. Avem 


Te) 


MH= V MP: + PR? — 2 MP. PH cos 6 
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adică 


g = VG? + ot Аг сове 26. w? R cost 
si 
sin e  w2Rcost Я 


sin 6 g 


Dacă sub radical, înlocuim cantitatea neglijabilă ot R? oos? 0 
prin cantitatea tot neglijabilă wt В? cost 0 obţinem: 
(1) g=G— о R cos? 0 


gi pe de alt& parte, unghiul є fiind întotdeauna foarte mie, putem 
scrie 


v? R sin 26 
(2) Sim 3.7 andi Pic 
Această din urmă formulă ne dă direcţia vertiealéi în ori 
şi ce punet al globului. Ea nu coincide cu direcţia, razei terestre 


şi prin urmare planul orizontal din M nu este tangent sferei 
terestre. 


Cu privire la formula (1), observăm că la ecuator, forța, 


centrifagă fiind direet opusă раса terestre; avem în mod 
riguros 


8) | д=@— -W R. 


Pe de altă parte, observațiunea oscilaţiilor Dedu la 
ecuator a procurat valoarea, 


g = 9", 7807 
şi eum œR este egal cu 0, 0338, formula (3) ne dă- 
G = 9,'7807 + 0,0338 = 9,8145. 
Cu această valoare, formula (1) ne permite de a calcula 


pe g în ori ce localitate de pe pământ: 
Observaţie. Formula (3) se 1: sorie 
2R 
(4, g=G ( -® 


Avem însă în mod foarte aproximativ ` 


WR 1 ii, 
6 < 989 m 
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de unde 
10170) А 
G 

Rezultă deci, potrivit formulei (4) că dacă pământul s'ar 
învârti de 17 ori mai repede, greutatea ar fi nulă la ecuator. 
Dacă iufeala de rotație ar fi şi mai mare, forța centrifugă ar 
deveni mai mare decât atracția terestră şi corpurile situate la 
ecuator ar fi asvårlite în afară. 

Influența forței centrifuge, semnalată pentru prima oară 
Че Huyghens, este cauza сеа mai importantă a variației greu- 
tății la suprafața pământului. O altă cauză, al căreia efect a 
fost calculat cu preciziune de către C/airaut, este turtirea 
pământului la poli. 


Il. MIŞCAREA APARENTĂ A UNUI PUNCT MATERIAL LIBER. 


1. Să considerăm mișcarea unui punct raportată la un 
sistem de axe antrenat eu pământul în mişcarea sa de rotaţie. 

Această mişcare poate să fie tratată ca absolută, dacă ală- 
turăm forțelor reale, forţa de inerție de antrenare şi forța cen- 
trifugă compusă. Cum forţa de inerție de antrenare se reduce 
în cazul rotației uniforme la forţa centrifugă, vom avea deci 
de compus: i 

1° Forţele, care în afară de atracţia terestră, luereazá 
realmente asupra punctului; fie F rezultanta, lor; 

2° Atracția terestră, 

| 3% Forţa, centrifugá: 

40 Forţa centrifugă compusă. : e 

Ori, atracţia terestră si forţa, centrifugă au ca rezultantă 
greutatea punctului; deci, mişcarea aparentă a punctului este 
datorită forței F, greutăţii şi forţei centrifuge compuse. 


2. Ecuațiile deferenţiale ale mişcării. Intr'un loc de pe 
pământ, situat spre exemplu, în emisfera boreală, fie О origina 
fixă, în raport eu pământul, a unui sistem de cordonate dreptun- 
ghiulare, 


| 
(0 НЛ —— 
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Să luăm pe Oz îndreptat pe verticala punctului О, în 
sensul greutăţii; pe Oz orizonal, în planul meridian gi în- 
dreptat spre sud; pe Oy ori- v. 
zontal, perpendicular pe planul x NO N 
meridian si îndreptat spre est. 
Triedrul О xyz este un triedru 
direct. i 

Vectorul w al rotațiunii 
terestre este îndreptat de la C- 
la S, observatorul àgezat cu pi- 
cioarele în © şi cu capul în o 
văzând astfel rotația pământu- 7 
lui dela stânga spre dreapta 
(dela West: spre Est). Mutánd 
paralel acest vector în punctul 
O, vedem, că dacă însemnăm prin A latitudinea punctului o, 
proecțiile lui œ pe cele 3. axe cordonate sunt: 


Fig. 80 


(1) р = Фс, q-—o, т = sin. 


Pe de altă parte, proecţiile pe aceleași axe ale accelera- 
tiei complimentare we fiind după eum se stie din Cinematic !), 


dz dy 

we). 2 (4 di = а) 
XE Ph Ar E vs 
do NUN. («у = 2 (e 4 cra) 


(E | 2m dim 
(ie), = 2 (5 — 0) 


proeetiile. X,, Үү, Zi ale forței centrifuge compuse тог fi 


7 Hi dz ` dy 
X= inlar 4) 

7: de ах 

(1) Y,—--2»(r*p — 2 шщ 
, Mets d dz 

21 = —2 (р —4 dr 


1) Cinemation, png. 178. 


Й 
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:expresiuni, care ţinând seamă de pie (1) se reduc la 


D ' 


X, =2mo sin s 


(2) Y, — 2 m e (cos A 4 — sin M 
аа ау 
Z = 2 m cos) A 


Insfârşit, presupunând ей punctul mobil nu se depărtează 
prea mult de origina О, va fi permis sí privim greutatea, са 
constantă de intensitate şi paralelă cu Oz, pentru toată întin- 
derea traectoriei, Componentele greutăţii vor fi deci o, o, mg. 

Ca urmare a celor de mai sus, dacă însemnăm prin X, 


Y, Z componentele fortei F, ecuaţiile diferenţiale ale mișcării 
vor fi 


т 2х +2 те в зіп А — 
а . d. 
(3) m н = Ү +29 ira — sind Ag) 


m Da ga mg — 2 т о соз А —5 


3. Migcarea aparentá a proectilelor ín vid. Forţa F ne- 
existánd, comporientele ei X, Y, Z sunt nule. Sá agezám origina , 
О în poziţia iniţială a mobilului, pentru ca 2, у, z să fie nuli 
pentru # = o şi să însemnăm prin a, b, c, componentele iniţiale 
ale vitezei relative. 

Ecuațiile (3) de mai sus, în care nu rămân decât compo- 
nentele greutăţii şi ale forţei Us compuse, se soriu 


d?z : 
da = 2 о sinh s 


dz д da 
(4) ше? (оол шр — эш А qr) 


d 
аз = — 2 сов) "tg 
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şi obţinem printr'o primă integratiune 


d : ! 
<> 2oysinh+ a 


(Б) Jy = 2 o (g cos À — æ sin Y) + b 
Ф —30yecosA-4 gt c. 


Ecuațiile (b) sunt de ordinul 1% si ar fi foarte uşor de a. 
le integra în mod riguros; este însă mai simplu de a proceda. 
în felul următor care dă o aproximaţie suficientă: 


e + ` dx dy dz s 
In ecuațiile (4) să înlocuim pe dr dro "p Prin ex- 
А presiunile: lor (b), neglijànd termenii in «?; se obţine 


d 30b sin 
ves da brc ET in)" : 
(6) 5 dB 2 ® (c.eos А — a sin А) + 2 w gt cos À 


а ——23obosidg 


din care deducem, integrând de două ori, ^. 
ж = at 4- o Ы sin X; Dem 


z (7) y — bt + w (c eos — а sin À) ? ++ o gi cos 


z = cb — e bi? cos А 4- igi. 


Aceste ecuatiuni.condue la eoneluziuni foarte! importante: 
Să considerăm, in particular, următoarele trei cazuri: 

a). Proectil abandonat greutăţii fără viteză inițială. Com- 
„ponentele a, b, c, fiind în acest. caz, nule, formulele (7) devin: 


т=о, у= 3 egt cosh, e=- gh. ; 

Aceste ecuafiuni arată că dacă se abandonează un punct 
material, fără viteză iniţială, la acțiunea greutății, mobilul va. 
rămâne într'un plan perpendicular meridianului (planul yOz) 


i 24468 — 9 
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deviánd: de verticală, către Est, de o cantitate mică; proecția 
sa pe verticală va avea aceiași mișcare са în cazul când på- 
mântul ar sta nemișcat. 

о . Traectoria mobilului in planul yOz este o 
С 1—5 parabolă cubică având ca ecuaţie 


EP 3 
(8) _ 2V2. ш cos) „у 


| 3yg 

` curba fiind tangentă verticalei în origina mişcării. 
Această expresiune a lui y ne permite a 

Hp caleula deviatiunea corespunzătoare unei înălțimi 
кы. 81 де cădere. Intr'o experiență făcută intr'un put de 

; min& la Freiberg, înălţimea de cădere era 158,5 

metri latitudinea locului fiind de 51 grade. Introducând aceste 
date în formulă, alături de valorile lui ws g, se găseşte 
y — 0,0276 metri. Experienţa repetată un mare număr de ori 
a dat -pentru deviatie; prin măsurători directe, cifra mijlocie 
0,0283 metri, care, după cum se vede, diferă. foarte puțin de 
rezultatul teoretic. 


Această deviatie -către Est este datorită forței centrifuge 
compuse, care fiind proporţională vitezei relative, ca si accele- 
rația complimentară, produce ' efecte “cu atât mai însemnate cu 
cât viteza, relativă este mai. mare. Cum. mobilul nu se_depăr- 
tează prea mült de Oz, fie 
M poziţia lui aproximativă con- 
siderată pe acest ax, МА — «* 
vectorul. rotației. terestre. trans; 

Р portat paralel în..M , vector cozis: 
prins în planul meridian: Oz; ; .... 
şi MB = 2 v. îndoitul . vitezei 
relative a mobilului. Ştim din 
Cinematică (pag. 178) că acce- 2 
leratia complimentară we a ` ^" Fi. 8à 
punctului, M este viteza ou care. hinu d : 
ве mișcă în rotația МА = w а в a ся 
МВ =. 27.) Cum, rotația are loc dela. stânga la. dreapta;. ve- 
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dem că ea duce punctul B spre O y/ şi prin urmare forfa cen- 
trifugá compusă este îndreptată pe O у, adică spre Est. 


b). Proscti/ asvárlit vertical de jos în sus, cu o viteză Ue. 
În acest caz, deviația până în punctul culminant S al traeeto- 
riei are loe către West, de oarecegviteza relativă v, fiind sen- 
sibil dirijată pe Oz’, extremitatea vectorului 2v, tinde а se 
deplasa în virtutea rotației w spre Oy şi deci forţa centrifugă 
compusă are direcţia Oy. 

Ecuațiile mişcării se obţin făcând a = o, 


b = о, с = — v în ecuaţiile (7). Găsim К 
astfel : 1805 e 
2-0, y — — o v, P eosi -у- ® gticosă 
d SU d t 
z= — vto gt. ] 
А ` 64 dz 
In várful S al traectoriei avem 0 


adică — v,+gt=o de unde t = * şi 


prin urmare, substituind această valoare în 
expresiile lui y și 2, n 
А o AG 

203 р wis 

OA = — 30 ® cos), ыар ҮТҮ 
`: "Insemnánd prin: 4 înălțimea ascensi- 
unii, ` in: valoare “absolută, adică punând ^ ` 


2 
h = 7 с) deviaţiunea, OA în funcţie de h о 
ате ca expresie ра А о a шо сас ОА 
5 E 3 
2 X: z 4V2 сез „3 
9 = 29585 (2 AD pl aere HE. 
" Е Ы 4 зуд 
< Comparaţia : acestei valori: cu' aceeaTdată de formula'(8) 
arată, că: la egalitate :de înălțime verticală A, proeotilul aruncat 
de jos în sus s'a deviat: de 2 ori mai mult când а încetat de a 
se mai sui, decât proeotilul: căzând fără viteză iniţială; mai 


— 132 — 


Li 
mult, deviaţiile au loc în sensuri contrarii, adică spre West 
dacă proectilul se suie si spre Est dacă el coboară, 
In punctul culminant S, viteza relativă v, fiind orizontală, 
are ca valoare 


c 


vr = ду == — 20v созА + w gi? cos À 


adică, înlocuind pe t prin valoarea sa E ; 


o v? 


Vp == — .вовА. 3 


“Această viteză nefiind nulă şi având sensul Оу! face са 
proeetilul să continue de a devia spre West. 
In punetul B, z fiind nul, avem EX c | 


1 a Д 

— v, + z g= 0 deci ¿= = А 
si prin urmare : 
| áw 
OB = — 3g w eos À 
adică o deviaţie de. 2 ori mai mare decât OA. în valoare ab- 
solută. В A 
De altfel, proeetilul soseşte in В cu viteza verticală vo, de 


2 . d б 
oarece pentru t = T avem c = o şi d = v» Din toate 


acestea rezultă, că între O şi B traectoria are o formă care se 

aseamănă cu aceea a unei jumătăţi de elipsă, simetrică în raport 

de săgeata AS. x | 
Din B mai depárte, dacă punctul continuă să coboare de- 


desubtul nivelului său primitiv, deviația descreşte în valoare 
3v, 3v 


absolutá, se anuleazá (y = о) pentru t= ҮТ când z = ET] 


| 
(де 3 ori săgeata AS) apoi crește necontenit în direcția Est. | 
‚ In tragerile antiaeriene atmosferice, care se execută ou | 


viteze iniţiale vecine de.1000 de metri ре secundă, trebue să se 
țină seama de deviația spre West a proeotilelor, care până în 
punctul culminant a] traeotoriei poate depăşi cifra de 100 de metri. 


| 
| 


— 133 — 


с). Proecti| tras de un tun, cu viteză iniţială conținută ín 
planul perpendicular meridianului și în direcţia Est. 


Fie v, viteza iniţială, coprinsă prin ipotezá'in planul 
уОг și а înclinarea ei pe axul Oy. Făcând în formulele (7) 


a= 0, b-wues58, c= — v sina 


obținem ecuațiile 
ж = ® v, 1 созо. sin А 
у = v, t cosa — w v, t? віп о cos À + Î- o gt cos А 
z = — dot sina — e v, t* cosa cosà + Я: gt. 3 
Timpul pe care-l pune mobilul ca sí recadă pe sol este 
dat de valoarea lui t, diferită de zero, care anulează pe z, adică 


Pi 2 Vv SİN о 
g — 2o cos« cos) 


. , 
eare se poate serie 


t j x nc : saine (1 — 2e% oosa eosi) 
s — 2% eosa cos X) кау 
si, neglijând termenii în o?, 
t= Zeine (1 + 6 vy соз a cosà) 


Deducem, pentru valorilecorespunzátoare ale lui ж si у, eu 
aceiaşi aproximaţie 


_ ko 00 віп А sin2a сова 
pnr { 


002 si pb 9 0 С08 А 
у=^-у sin2a + 3 g2 


(Valoarea lui œ reprezintă deviația către Sud; ea este po- 


zitivă dacă « este mai mie decât 90 de grade. A 
Valoarea lui y reprezintă bătaia; primul termen este, după 
cum ştim, valoarea bătăii în cazul când pământul ar sta ne- 


mişcat; termenul al doilea este pozitiv când sina esté mai mic 


(8 cos? a — sin*a) sina.’ 
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a 3 
decât —-, ceea ce corespunde la « (60%, In consecință, rotația 


pământului mărește sau micșorează bătaia, după cum înclinarea 


vitezei inițiale pe orizont este mai mică sau mai mare decât 
60 de grade. 


4. Mișcare pe un plan orizontal. Să considerăm un punct 
material greu, care se mişcă la suprafața pământului pe un plan 
orizontal, sub simplul efect al unei viteze inițiale vo. 

Singurele forțe reale care lucrează asupra mobilului fiind 
greutatea sa mg şi reacţiunea normală N a planului, avem po- 


trivit ecuațiilor (3) în care facem X = 0, Y = о, Z=—N şi 
d: de 0 
dic rds Ol Toy 

4 dèx 


Gc e dy 
(UO DUE 
ж {Зу > a dx 
un — —2 озі А dr 


zs > Ey c NE e 
coe hi e mg 2m o eos X dt 

"Ultima eeuàfie dă valoarea reacţiunii. N, care după cum 
se vede diferă întru câtva de greutatea mg din cauza termenului 
în o. à © igel Л 

Cele două dintâi sunt ecuaţiile mișcării în planul хОу. 
Din ele deducem ^ = ^ х 
„ах „т ду diy _ 

шаар о 


D ANE 
(s) СЕС 


adică v,? == const, Puteam ajunge si mai direot la acest rezultat 


T ^r 


deci 


A T 1 З 
prin aplicaţiunea teoremei forţelor vii, care ne dă d e те = о, 


travaliul elementar al forțelor mg şi N fiind in adevăr nul. ^ 
Viteza relativă a mişoării fiind astfel constantă este egală 


" 5 Й de 
eu vo, Fie æ unghiul pe care îl face v; ou Og, Avem — = vo 003% 
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` 
sd КРУ гуе m $ 
Ed == vy sin à. Introducând aceste expresii în una sau alta 


din cele două ecuaţii ale mișcării, găsim 


da А у 
om (0) 
РП 2w sin À. 1 


Unghiul а desereste deci când 
crește timpul, aşa că traectoria este о 
curbă ce rămâne necontenit în dreapta, 
vitezei mobilului. Dacă pe de altă parte 
însemnăm prin з arcul OM, avem pentru 
valoarea razei de. curbură din М, | 

TEL ds PO di D 
| P= da = dia dca o ain X5 
Р раа de. стан fiind constantă, rezultă că traectoria este 
circulară, raza, cereului fiind. însă foarte mare din cauza mieimii 
produetului ; osin À. 

Astfel, in. emisfera. de Nord, un corp în mişeare pe un plan 
orizontal are; tendinţa, de a devia la dreapta vitezei sale. Flu- 
viile care curg în această emisferă, sub mari latitudini 2), exer- 

. eit în mijloeiu o presiune mai mare pe țărmul lor drept decât 
pe cel stáüg, așa că malul lor drept va fi mâncat puţin câte puţin. 
^^''De asemenea ‘си privire la 'cieloane, când există în atmo- 
sferă un 'centru de aspirație О, moleculele gazoase tind a înainta 
în linie dreaptă către acest centru; însă forţa centrifugă compusă 
dă fie căreia dintre ele, M, o deviaţie care, în emisfera, de Nord, 
se produce spre dreapta vitezei, aşa încât raza vectoare MC 
este obligată de a se învârti în jurul. centrului C, în sensul . 
invers al acelor unui ceasornic. Acesta este în adevăr sensul 
rotației eieloanelor în emisfera de Nord. Sensul este invers în 
emisfera de Sud $i acest fapt se explică în mod analog. 


Uv 


II. PENDULUL FOUCAULT. 


` Foucault 2 d în "evident printr'o experiență | celebră 


it) айт semnul minus; ќо! a oreste când a. вө mlogoreazk gl р trebue 


să fie pozitiv, 
2) Când p dati mal тів 
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influența forţei centrifuge compuse, datorită rotației pământului, 
asupra, oscilaţiilor unui pendul. 

Să reluăm sistemul de axe dreptunghiulare constituit din 
verticala Oz îndreptată în jos, orizontala Oz din planul meri- 
dian îndreptată spre Sud şi orizontala Оу. perpendiculară pe 
planul zOz, îndreptată spre Est, 

Punctul О fiind 
punctul: de suspensiune 
4 al pendulului, ] lungi- 
` mea sa și N acţiunea 
firului asupra greutăţii 
mg susținută de fir, e- 
cuaţiile mişcării punc- 
tului M vor fi tot ecua- 
fille (3) de mai sus, în 
care 'vom locui pe X, 
Y, Z prin componentele 
acţiunii firului 


| N NLIS NET] 
mai adáogánd ecuația care exprimă: că lungimea , OM rămâne 
invariabilă ..şi egală cu 1. Obținem astfel sistemul de patru 


eeuatii:. 

таър р оэ at gunt ад, ө И эрй sio 

у UU dBe Мор mosia д/с т С 
ре dy di UN у!» Y: (eos dă sin LUE 
(0) map NI +2 то (ооз е sini ж). 
7% m a= = N ту 2 то cosh 0 i 


ИЖ dutem le 


Cazul micilor oscilații. Integrąțiunea acestui sistem de 
ecuaţii dă loc la mari dificultăţi. Noi ne vom mărgini la cazul 
«апд pendulul nu se depărtează decât foarte puţin de verticală; 


atunei raporturile T s Jl sunt destul de mici pentru ca să 
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putem neglija în calcule patratele lor oa și produetele lor cu 
€ In această ordine de idei, vom avea: 


E ri т у dz diz 
‚тусуй екеу шт g == 1, т = dae. 


Ecuația a treia ne dă 
dy 
—N=2mocosh ge — mg 
$i substituind această valoare în ecuaţiile întâia şi a doua ob- 
ținem, neglijând termenii care conţin în factor pe Z ogi Lo, 


А dix 


9 , A dy 
UdB > pet 2o віл А 77 
d'y g e$ sth dz. 
а 7 —p[Vy-295nA7. 


Punánd pentru simplificare 
'wsini=r, :: L ia 
avem în cele din urmă? - 


а? : " 
per rU jasho 
(11) 
2 da 
ам +a rg Ф@у=о. 


Aceste două ecuații sunt suficiente, pentru determinarea- 
mișcării proecfiei М/ a punctului ‚М ре, planul orizontal хОу. 

Tntegrafiune. Pentru a integra ecuaţiile (11) vom înmulţi 
mai întâi ecuaţia a doua cu і = Ү 1 si apoi le vom aduna 
pe una eu alta. Obtinem 

ati rari (pec ai) eeu dme 


sau, dacă punem 2 4- yi и, 


Această ecuaţie este: analoagă. ou aceea ре care am întâl- 
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nit-o când am studiat mişcarea unui pendul simplu întrun media 
, rezistent; soluţia ва, eec, este > 


(12) u= Ae” Ве“ Г 
A şi B fiind două constante iar а şi 6 rădăcinile ecuaţiei 
X*--2ri X +a — o. 
Avem 
rit VE т а 
însă r? fiind ера] си à*-sin?X gi œ? fiind după cum știm negli- / 
jabil, cele două rădăcini о şi 6.5006. ©: " | 
2 —(a—7)i, А B — — (a+ r)i. 
Constantele А si B se determină prin condiţiile iniţiale. 
Fie ио = 20 + yo i valoarea iniţială a lui u şi să presupunem 


că viteza inițială à punctului M este nulă, Făcând în (12) 
t =0 şi u = w, obţinem à 


(13) A Вани ATIGA Dei: 
Pe de altă parte, Aaa Lm u d 
FTG Ае“ Ia B Bef 
avem, exprimând сй m 0 „această, derivată, egală cu 
= +i y , este nulă, 2 - p 
Ag+BB=o. 27 à 

cm. А pe ® si @ prin expresiile lor de mai sus, 

"a ru A (a— 7) — B(a+r)=o.: 


” Cele ala relaţii (13) si ( (14)' détermink pe. AC a pe B: 
Putónr să là puneri „sub forma următoare: à 


1114 


ЕЗБЕ 


Să introducem acum! í valorile & P A, şi B în expresia (12) 
a lui и, Avem, mai întâi, _ 
(a—nti (а) 
ъ= Ае + Be 


вал ү 13 i 
— т ati = af 
а , от» чту щл: ТАТ Ае. + Be... , 


-—— Á— —! 


pat РРА 
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sau încă 1) 
u = eri [a 5 cosat + (А — B) isin at) |. 


Inlocíiüd acum pe A si B prin valorile lor deduse din 
(15) obținem ; 
u = eni ( eos: at + ri sin at ) a 
Insă К 
u =g + yi, и, = ж + yo == ру (eos ф, + isin po) = poe f? 
dei — ч 5 


1 (16) а уб ров" (eos at + A sin a) : 


Y Dacă în această relaţie separăm părţile reale şi părţile 
imaginare, obținem pe x şi pe y în funcţie de t. Soluţia pro- 
blemei este deci complectă. 

Interpretare., Relația (16) este susceptibilă de o interpre- 
tare remarcabilă. Să punem . , 


офат Ф жүр р n -y 
(17) © а= p, eósat, e ri pe 2 sinat, 
Avem atunci Т 1 ` 

в + уй = eti(al y'i) 1 A 
sau uuni 
2 + yi = (cosy + isin g). @ + y'i): T 
de unde, peus părţile reale si cele ` irnăginare, e 

m = a! cos 9 — y sin ф ү, 

y (y — & sing + у, eos p. 
Aceste ecuații arată că д/ si y! sunt cordonatele punctului 

M', ргоеейе al lui М, în raport de sistemul de axe 2/03 care 


face eu sistemul primitiv vO y un unghiu p în sensul. dela Oz 
către Оу... i 


Relația ф.= фу — rt arată. că sistemul 2 CAR sa. à învâr- 


3) Reamintim formulele cunoscute. din Analiză: 
gl == оова + i sin, ех = сова — t ainw 


ыс! 
mort 
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teste în jurul vertiealei Oz eu o viteză unghiulară, = 


— o sină adică în sensul dela Oy către Oz, care este sensul 
dela Est spre Sud. 

-r=-tw sin À , Valorile (17) ale lui 
æ şi у în funcție de # de- 
termină migearea lui M' ín 
raport de sistemul de com- 
paratie z'Oy'. Această miş- 
care este periodică; durata 
perioadei fiind 


д А este egalá eu асееа a unei 
mg oscilaţii complecte a. pen- 
Fig. 86 dulului simplu de lungime Z 

Am în planul vertical. 
Ecuația traeetoriei - punctului M’ în raport de 2/0y/ se 
obține prin eliminarea lui # între ecuațiile (17); această traec- 
torie este о elipsă cu centrul în O, ale căreia semi-axe îndrep-, 


tate pe Oa зі Oy! sunt respectiv egale cu p, si po. Semi- 
axul de pe Oy! este însă foarte mie faţă de celălalt, din 
wauza micimii factorului r. 

Tn rezumat, din сева се precedă se conchide că în misca- 
rea aparentă .а. pendulului. la suprafaţa pámántului, proecţia 
orizontală a punctului greu descrie o elipsă mobilă foarte 
alungită, al căreia ax mare se îmvârtește în jurul verticalei 
` punctului de suspensiune în sensul dela Est spre Sud, în emi- 
sfera boreală, cu 0 viteză unghiulară constantă, egală cu aceea 
a rotației terestre: înmulțită: cu sinusul latitudini locului de 
observaţie. © s- i i . : 

Elipsa pe care o descrie punctul M’ fiind foarte alungită 
în sensul- axului Ox’, “acest punot nu. se depărtează mai de loo 
de ax, aşa că pendulul pare a descrie un plan mobil care se 
învârteşte în jurul verticalei punctului de suspensiune ou viteza 
unghiulară о sin А, E 


т-а, Oc 


— iH — 


Foucault a verificat acest rezultat suspendánd un pen- 
dul de centrul cupolei Panteonului din Paris, pendulul fiind con- 
stituit dintr'un fir de oțel de 67 metri 
lungime, care susținea la partea de jos 
o bulă masivă de aramă prevăzută cu 
un vârf ascuţit. Acest vârf însemna 
direcţia mişcării pendulului pe două 
movilite de nisip aşezate pe sol de o 
parte şi de alta a verticalei punctului 
de suspensie. : 

Notă. Aplieatia teoremei forţelor 
vii, atât în cazul mișcării proeetilelor; 
cât şi în cazul pendulului conduce la 
simpla egalitate 

169 1 2 

35370 DE тюу = mgz — тфу 
adicá І T 

Е v? — v? = 2 g (z— z) 
aceasta din cauză că forța centrifugă 
compusă şi acțiunea firului de pendul 
fiind si una si alta perpendiculare pe 
viteza relativă a mobilului, travaliurile 
lor sunt nule şi nu intră ín calculul 
travaliului .total, care rămâne astfel 
datorit numai aetiunei greutăţii punc- 
tului. Г 
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IX. REZUMATUL ECHILIBRULUI SI MIŞCĂREI 
UNUI PUNCT MATERIAL. - 


1. TRAVALIUL VIRTUAL ŞI PRINCIPIUL LUI D'ALEMBERT, 


Din punct de vedere àl unității de metodă, chestiunea, 
echilibralui şi a mișcării unui punct material, poate fi rezumatá 
după cum se arată mai jos, prin consideraţia travaliului vir- 
tual şi a principiului lui d'Alembert. 


1. Travaliu virtual. Sà considerăm traectoria unui punct 
material si două poziţiuni M şi M’ in- 
finit „vecine. Fie F; una: din forţele 
care lucrează asupra, ‘punctului și ds 
diferenţiala arcului MM. dade: 

Travaliul fortei F, in deplasarea: 
elementară MM! este Е, ds cos (F;, de). 
Acesta. este un travaliu real. ` 

Să imaginăm însă o deplasare elementară fictivă MN. 
Travaliul forței F, pentru această, deplasare va fi = 

„Еу 8s cos (F,, дв). : 
însemnând prin às elementul MN. Un asemenea travaliu se nu- 
meste travaliu virtual. 

Dacă punctul М ar fi în echilibru, atunci deplasarea, reală 
de fiind nulă, orice travaliu ar fi virtual. — Se rezervă nota- 
fiunea' д pentru diferenfialele travaliurilor virtuale. 


Fig. 88 


— М — 


` 2. Principiul lui d'Alembert. Fie R rezultanta. forțelor care 
lucrează asupra unui punot material M, adică forța motrice. 
Avem: 


-mw 1 м mw 
Fig. 89 


R = mw, w fiind acceleraţia mişcării. Dacă punctul ar fi supus 
în acelaşi timp forței R şi unei forțe — mw, egală. şi direct 
opusă lui R, punctul ar fi în echilibru, rezultanta celor două 
- forţe considerate fiind nulă. Ori, forţa — mw .este egală cu ceea 
ce am numit forţa de inerție a punctului M. Vom zice, deci, că 
există echilibru între rezultanta forțelor aplicate și forța de 
inerție. Acesta este principiul lui d'A/embert. 


II. REZUMATUL ECHILIBRULUI ŞI MISCÁREI 
UNUI PUNCT MATERIAL. 


1. Echilibru. a). Punt liber. Teorema I. Pentru ca'să existe 
echilibru, este necesar și suficient ca travaliul virtual al rezultan- 
tei forțelor ce lucrează крга punctului, să D nul ín ori și ce 
deplasare elementară. 

„Necesar. In adevăr, dacă există echilibru, к» AY, 
Z ale 'rezultantei forțelor pe trei „axe  cordonate „dreptunghi 
lare sunt nule și avem S 


a» ШУ —X8siYiy) Zia 


ori care ar fi deplasările virtuale бе, ду, д2. . 

Suficient. Dacă, egalitatea; (1) are! loc ori cari ar fi P3. 
dy, dz trebue să. avem X —.0, Y — 0, Z — 0 şi VOI 
este in echilibru. 

b). Punct supus la Igitur adică obligat de a rămâne 
pe o suprafaţă 'sau:.pe:o.curbă. Teorema .Il;.Pentru ca să existe 
echilibru, este necesar și suficient ca travaliul: virtual al rezultan- 
tei forțelor direct-aplicate să fie nul pentru ori ce deplasare ele- 
mentară compatibilă cu legătura, adică pentru ori ce PS 
elementară a punctului 2 suprafață sau pe curbă. n 1 
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Necesar. Fie, în adevăr, F rezultanta forțelor direct apli- y 
eate, X, Y, 2 proeofiile sale pe trei axe cordonate dreptunghiulare 
şi ёх, a 8z proeefiile pe aceleaşi axe ale unei deplasări ele- 
mentare virtuale pe suprafață sau pe curbă. Dacă există echi- 
libru, forța F este normală suprafeţii sau curbei şi avem 
(2) ` 6©=Хде+Үду- Zóz =о 
ecuaţie care exprimă perpendicularitatea forţei. 
Suficient. |Dacă egalitatea (2) are loe pentru dz, бу, де 
compatibili cu legătura, forța Е este normală. suprafeţii sau 
curbei si există, echilibru. ! 
Aplicaţie. Echilibru pe o suprafaţă dată f (2, y,2)=o. 
Avem ca primă ecuaţie potrivit teoremei precedente, 
Xâz+Yây+Zâz=o x; 
însă дх, ду, Oz fiind deplasări pe suprafaţă verifică ecuaţia 


. of. of UEF = 
$73 Kay dy f za ба: со. 
Rezultă deci că 


şi sistemul acesta de 2 ecuaţii împreună cu ecuaţia: suprafetii 
/@, у, г) = о ne permite a calcula cordonatele poziţiei de 
echilibru, în cazul când X, Y, Z depind numai de c, Y, & 

2. Migcare. a). Punct Tiber. Aplicăm teorema I a travaliului 
virtual celor două forte R si — mw care îşi fac echilibru. 

Fie X, Y, Z proecţiile rezultantei R; acelea ale forței 
de inerție sunt — п ез т S4 -n du 


Avem 


a А TIN До 
(х-» 92) оо (ут 91) гу + (2-а а) зе = o 
ori care ar fi де, ду, дг. Rezultă :că ШШЩ ш С) în ni 


sunt nuli şi prin. urmáre 


7 dà diyc ve { Ма 151 
nq T X. URNA ur 2. 


care sunt eenagiile mişcării; о оу сз west 
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b). Punct supus la legături. Aplicăm teorema П а traya- 
liului virtual forțelor direct aplicate, printre care socotim şi 
forţele de inerție. 

Avem deci 


(х- S2) (x-» 0) 5+ (Z-a Vi) в =o 
à, by, Oz fiind deplasări pe suprafaţă sau pe curbă. 

“Aplicaţie. Mişcare pe o suprafaţă dată f(x,y,z) =0. 
La ecuația precedentă trebue să aláturám ecuația 


af 3f fa - 
r RE ET ду + Эз б®= о. 
Deducem, pentru compatibilitatea ‘sistemului, 
' da dy d?z 
Er Tte MC E ETT 
Bi 2f. 9f 
dr ` ду дз 


ecuaţii care împreună eu f(x, у, 2) = o.determină pe 2, y, Z 
în funcție de t. А ; 

Odată această determinare realizată, putem calcula зі forța 
de legătură, adică. acțiunea normală a suprafetii asupra punctului. 
Ecuațiile (о) ne dau în adevăr, dacă egalăm raporturile cu — А: 


mxa 95 
m а) =Ү+^ x 
ceea ce arată că forţa de legătură are ca componente 
À 2 , A i , JU 22 : 


Se vor putea deci caleula aceste componente, dacá s'au 
putut obţine expresiunile cordonatelor c, y, z în funcţie de £. Astfel 


LL. е (у bt 
y c2 0 dià X. 


Valoarea. forţei de legătură este : 


ovy y 


24468 — 10 
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` Ш. MIŞOAREA UNUI PUNCT PE O SUPRAFAȚĂ 
SAU РЕ O CURBĂ MOBILĂ. > >à: 


Fie, spre exemplu, C, o curbă plană mobilă, adică o curbă 
care să varieze de poziţie si chiar de formă odată cu timpul: . 
N C jj (2, y; t) = 
3 In momentul £ mobilul se găseşte în 
M pe curba C, iar după timpul dt el 
mou poziţia M' pe curba C' infinit apro- 
C piată de C. 

Fie F rezultanta forțelor direct a- 
plicate mobilului şi N acţiunea curbei C 
asupra lui. Dacă voim a aplica teorema forţelor vir trebue să 
caleulăm nu numai travaliul forţei F în deplasarea MM' dar si 
travaliul acțiunei N în acestă deplasare, (care nu mai este nul 
ca în cazul curbelor fixe. Cum N este necunoscut, aceasta revine 
a żice ей teorema їп chestiune nu se poate aplica. 

Din potrivă, teorema II a travaliului virtual se aplică şi 
în cazul acesta, fără nici o deosebire. de cazul curbelor fixe, 
căci în aceea teoremă este vorba numai de deplasările compa- 
tibile cu legătura așa cum există ea în momentul t, potrivit 
definiţiei însăşi a travaliului virtual Cum în cmi luat, 
singura. deplasare compatibilă cu legătura în momentul t este o 
deplasare elementară .pe curba О, considerată ca fixă, travaliul 
forței N este nul pentru această deplasare, aga că teorema se ' 
aplică considerând pet са constant. Vom avea deci ecuaţiile 


гїп edtWégN Z^ M 
(x - m 4) 8 (7 т e 
С uS v^ C 


7 в 


Fig. 90 


gi 
of =, 
ipd 


care împreună eu ст: curbei vor rezolvi «ттр determi- 
nárii mișcării. 

Vom da exemple de inigóàrea unui punot pe © suprafaţă 
sau pe о curbă mobilă în: Partea, ш a тшшш de faţă. 


il Е. 


PARTEA Il. 
ECHILIBRUL SISTEMELOR MATERIALE 


L' TEORIA CENTRELOR DE GREUTATE. , 


I. DEFINITIA SI CORDONATELE CENTRULUI DE GREUTATE. 


1. Centrul'de greutate al unui sistem de puncte materiale. 
Fie un sistem de n puncte materiale: À,, m An de masse. 
ту, Moz.. Тп. 

Se ноа centru de greutate 
al sistemului, punctul G pentru care 
suma geometrică !) 


(m, GA) + (m, GA;) AR 


sau Ў (m GA) este nulă. es 
Fie în raport de 3 axe cordonate:, Lee. Be 91 

a, b, c cordonatele lui G si 2, y, z 

cordonatele unuia oarecare din inca date. Vom a avea їп proec- 

fiune pe axe: 


A 


1 


Xm(r—a)—o, ®т(у—$)=о, Em(z—c)=o 
adicá 


Ута = а Ўт, Xmy-—bXm, X 


ma =c m. 


1) Oinematica, pag. 12, 
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şi în consecință 


— UI Emy Emz 
(1) атта bol» „= 


сате sunt expresiunile cordonatelor punctului б. Dacă punem: 
Ут = M, adică dacă însemnăm prin M massa sistemului, for-. 
mulele precedente se scriu 


Ma= mg, Mb = my, Me = Emz. 

2. Centrul de greutate a două sisteme. Fie un sistem ma- 
terial de massă M, având са centru de greutate G4 (cordonate- 
94; b, сү) şi un al doilea sistem material de massă M, având 
ea centru de greutate G, (cordonatele а,, b,, cp). Se cere'a se 


determina centrul de greutate G (eordonate a, b, c) al siste- 
mului total de massă M; + M,. 


Avem, deosebind prin indicii 1 şi 2 literile care se raportá. 
la cele douá sisteme 
Ма = Ўт а, Mb = ту, Ма = Хт а 
М, аз = È ma £a, М, = Хт, у,, М, с, = Ўт» zg 
iar pe dé altá parte 
(М, -M)a-—EZmv-— Em, x, + Amm. 
Deducem tu 
(M, + Mj) a = M; a, + M, аз 
şi în mod analog a 
(М, + M.) b = M, b, +M, 5, 
(M, + Mj) c = Me, +M, ca 
egalitáti care determină pe a, b, c. 
Dacă luăm dreapta G) G, drept ax Oz, avem 
O a, а-а, aza 
e G G2 
Fig. 92 


T 


b = о, с =0; b = о, са = 0 
și prin urmare 


b=0, 0-0 


М, (a — a) = M; (a — a). 
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Conchidem că centrul de greutate G se găseşte pe dreapta 
G,G, şi că distanţele GG, şi GG, sunt invers proporţionale cu 
massele M, şi M} 


3. Determinarea centrului de greutate al unui sistem continuu 
de puncte materiale. Să considerăm un sistem de puncte mate- 
riale infinit apropiate unele de altele. Acest sistem va forma 
un spațiu material, o suprafaţă materială sau о linie materială, 
după cum va prezenta trei, două sau О singură dimensiune. 
Qutarea centrului de greutate al unui asemenea sistem, revine 
după cum se va vedea, la etectuări de cuadraturi. 


a). Spaţiuri materiale. Fie un spaţiu material de volum V 
şi de massă М. Să considerăm un punet P din acest spaţiu; fie 
AV un volum infinit de mie coprinzând punctul P si AM massa 


Я T А АМ п B PR 
materiei ce conţine. Raportul ay reprezintă densitatea, mijlocie 


a volumului AV; dacă facem pe AV să deserească necontenit, 
fără a înceta însă de a conţine punctul P, acest raport va tinde 
către o limită fixă 1), care va fi densitatea volumului V în 


punctul P. Insemnánd -această densitate prin p avem M = р 


‚ sau dM == раў. 

Când densitatea; este aceiaşi în toate punctele, sistemul 
material este zis отодет;. în cazul contrariu, se zice că este 
eterogen. 5 i 

Să descompunem în elemente infinit де mici spaţiul ma- 
terial considerat gi să  însemnăm prin e, y, 2 eordonatele unui 
punct P al sistemului, p densitatea in acest punct, dV, dM. 
volumul şi massa elementului care conține punetul P. 
Aplicația formulelor, (1) ne dá pentru cordonatele centru- 
lui de greutate ; 
(жам (уам s. fz ам 


1 b —-———23 © == 


ам { ам us (ам. 


> Q 
y 
< 


1) Adică, presupunem ой acesstk limită exlst&. 
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е) о О A 
Dacă raportăm sistemul la 3 axe cordonate dreptunghiu- 
“lare; avem d Y = dc dydz si prin urmare 
M = f p av = f | pdædy az 
Ma = озб ; А M — тл? ; 
Me = | | (pedu dy dz . 


і: "Când sistemul este omogen, p fiind constant dispare din 
formulele (2) aşa; că avem i 


a zh. 51.4, qup 


ap b). Suprafete materiale. Densitatea suprafetii în punetul 
амр a 


"TY ; AM ; 
P va fi limita raportului 25 în саге 


' AS reprezintă elementul' de` suprafaţă 
care conţine pe P şi АМ massa a- 


cestui element. Deci ы! = p „sau 


dM = pdS, 
Cordonatele centrului de greutate, 

`- au-ea expresiuni À à ) 
а МОО МОО ЙҮ 
(8) a = М b = "lo j : 
"Ve as fe ds {е as 


Dacă suprafaţa este raportată la 3 axe dreptunghiulare, 
putem lua ca dS elementul de suprafață care are oa proeofie 
dreptunghiul dz dy pe planul xO y. 

Insemnánd prin а unghiul normalei la elementul 45 ou axul 
Oz, avem deci dS cos а = de dy. Insă, după oum se ştie din ` 
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T 
ҮТЕРҮ 
tiale ale lui 2 în raport dez şi y din ecuația suprafeţii : 
z = f (my) Аза дат 

45 = ү1 + р? H. dz dy ` 


şi фо cordonatelor centrului. de greutate se seriu 


Analiză, cos a = p şi q “fiind derivatele par- 


Ma- Veg VIT p dT doldy hram 
Mb 


Ш 


(oy VI X p d ds dy & 


“Me = MITES ES q. da dy 
in care ia З SIDES 
"m {рав oV p fade dy. 
Сапа süprafafa este omogenă, formulele (3) devin 


" = (se Wim тры e; ; -i : f T 


с). Linii materiale. Densitatea, liniei într'un punct Р зе 
defineşte prin limita raportului A , în care AL reprezintă 


% élementül linear саге conţine ре P si АМ massa elementului. 
Aşa: dar dM = pdL si avem formulele i 


d Sets MIL А {оу dr о бева 


а= з , [E 
"m: {е aL Im? 
Dacă, raportăm “linia la un sistem de 3 axe e dreptunghiu- 


lare, eordonatele x, у, z sunt funcțiuni de un parametru & gi 
avem 


ZR = (2) © (Суке 


Inloeuind ре 41, prin această expresiune în formulele (4) 
determinaren eordonatelor a, b, c se reduce le efeotuári de puar 
draturi. 
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., Când linia este omogenă, avem 


zt. ріка | 7158 


L fiind lungimea respectivă а liniei. 


4. Teoreme care ușurează găsirea centrului de greutate. 
Fie un sistem de n puncte materiale de aceiași massă m. Ёх- 
presiunile (1) ale cordonatelor centrului. de greutate, devin în 
asemenea caz, prin reducerea, factorului m, 
E ! » 
(b) "e £ буг Xy т Bz 


pret) — 4 1 = 
п 3 n С 


>| 


Centrul de greutate se confundă deci cu centrul distanțe- 
lor medii. Avem astfel următoarele 3 teoreme care se aplică şi 
sistemelor continue în care densitatea este aceiaşi în toate 
punctele: : : ; Ө asta 


Teorema |. Când un sistem are un centru de simetrie, acest 
centru de simetrie este centrul de greutate al sistemului. 


Luând, în adevăr, acest centru de: simgtrie ca origină a 
unui sistem de axe, la ori ce punct 2, y, z corespunde un punct 
de cordonate — ж, — y, — е; .deei sumele X din expresiunile 
(5) sunt toate nule şi centrul de greutate se confundă cu origina. 


Teorema ||. Când un sistem are un plan de simetrie, centrul 
de greutate este în acest plan. 5 


Dacă luăm, în adevăr, planul de simetrie drept plan 207, 
la orice punct х, y, z „corespunde un punet de cordonate 
z, Y, —zaşacăc = о. : 


Teorema jll. Când un sistem are un ax de simetrie, centrul . 
de greutate este pe acel ax. ' | 
[s 


“Dacă luăm, în adevăr, axul de simetrie drept ax Oz, la orice 
punet 2, у, z:corespunde un punot de cordonate — $,— y, 2 
deci а = 0, b =0. s 
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` Exemplu. Centrul de greutate al unci jumătăți de sferă, 
presupusă ` omogenă. 

Acest centru se găseşte pe 
axul Oz. Insemnánd prin c cota 
sa, avem 


{2 av, 


Оро 


ОА 
Ori, după cum se vede pe 
figură, A 
E p ` r? g? = R? = y , 
dV!) = пл? аг = z(R? — 22 dz Fig. 94 


deci . 


Р | К n D 24 Ment. с 9 
şi, cum V.ca.jumátate de volum de sferă este egal cu = tR’, 
obținem prin diviziune, 


3 
с=з Е. 


Notă. Cele trei teoreme precedente sunt adevărate şi în 
cazul când sistemul material nu este omogen însă prezintă par- 
ticularitatea că punctele sale care se corespund în mod simetric 
au aceiași massă. Astfel, în cazul teoremei I, dacă la un punct 
de massă m corespunde’ în mod simetrie un punct tot de massă 
m, sumele mco, Emy, Lmz sunt toate nule si prin urmare 


` 


а= р =о, b 


M о, IO 
și tot asemenea pentru celelalte două teoreme. 


Un exemplu de astfel de sisteme materiale îl prezintă 
proectilele de artilerie încărcate cu explosiv’ Ele nu sunt cor- 


Eme my с= 2M3 


1 1) Luiim са element de volum dV volumul ellindrului de rază r şi de 
înălţime dz, i i 
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puri omogene, însă, în mod destul de sensibil, punctele care se 
corespund simetrie faţă de axul de figură al proeetilului pot fi 
considerate ca având aceiași massă. In consecinţă, centrele de 
greutate ale acestor proectile se află situate pe axele lor de 
figură, care sunt axe de simetrie. - 


II. TEOREMELE LUI GULDIN. 


Teorema |. Suprafaţa născută de о curbă plană care se ín- 
vârteşte în jurul unui ax situat în planul ei, esta egală cu lungimea 
curbei înmulțită си сіпсопїегіпја ре care о descrie centrul de: 
greutate al curbei, presupusă omogenă. 


Să raportăm, în adevăr, curba plană, la axul de rotaţie 
luat drept ах Ox şi la o perpendiculară Oy. Un element dL 
al curbei, având ca ordonată y, naşte 
prin invártire un element de suprafață 
care putând fi asimilat suprafetii unui 
. trunchiu de eon are. са expresie 


40 [ у+(у+4)] -* 


Fig. 95 -adică în valoare principală 2туй1, 

; aşa că suprafața totală născută de 
curbă va fi | j : 

; ЗА =2т f уай. 


| T Insă,. dacă b este ordonata centrului de, greutate al curbei, 
ştim că avem =- ЖАС? : 

: bL = fydL 
deci : 


A -LXÉab. nm 


Teorema А, Volumul лйзси} de o arie plană care se.Ínvár- 
teste în jurul unui ax situat în planul ei, este egal cu suprafaţa 
ariei înmulțită cu circonferinja descrisă de centrul de greutate a! 
ariei, presupusă omójjend. Sed 
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In adevăr, un element dz, dy al ariei S naşte prin rotația 


sa în jurul axului Oz un element de volum care, fiind diferența 
volumelor celor 2 cilindri născuţi de 


ariile A'B'CD şi ABCD, are ca ex- 
presie — 
т (y + dyf dz — ту? dæ 
adică, în valoare principală, . 
2пту dx dy 


aşa încât volumul V născut de aria 
5 este 


V=2r |] y dedy. SS 
Insă, după cum s'a văzut mai înainte, avem 


Tu a ES 38 = } y dS y do dy 
deci; «^ TEASE 


Үү=6Х2тьЬ.. 


Aplicaţii. 1.: Centrul de greutate al unei semücirconferinte. 


Insemnánd prin b. ordonata sa, avem, 

G potrivit teoremei I a lui чш 

B R D: cov A4zR'—-zR.2z5- 

Q^ deci М 
Fig. 97 Б= fis R. 

x E f^ n 
"£x „Centrul de greutate al suprafeții unei jumătăţi de cerc. 
“Teorema II a lui. Guldin ne dă 


ж, 


T R2 
е MET I gem 27b 
deci,’ nih i т E 

из иши 4R 


IL ECHILIBRUL UNUI SOLID INVARIABIL. 
NI 


І REDUCEREA FORTELOR APLICATE UNUI 
SOLID INVARIABIL. i 


1. Principiu. Pentru ca două forțe aplicate unui solid şă-și 
facă echilibru, este necesar și suficient ca ele să fie egale și di- 
rect opuse. 


г Din acest principiu considerat ca o axiomă; rezultă pro- 
poziţiunea următoare: : 


Corolariu. Putem fără a schimba efectul unei forțe asupra 
unui solid, să mutăm punctul de aplicație al forţei în ori ce 
punct de pe direcţia sa. 

Fie F o forţă aplicată în punctul A. Să luăm un punet 

: . oarecare В pe direcţia forţei Е şi 
să aplicăm în acest punct, conside- 
-rat ca invariabil legat solidului, două 
-„ forţe, una F' echipolentă cu F şi 
alta F” egală şi direct opusă lui F. 
„Prin aceasta n'am modificat starea 

Fig. 98 ~ воНашиї, căci forțele F şi E" îşi 

fae echilibru. Cum însă, pe de altă 
parte, forţele F si ЕЁ” îşi fae şi ele echilibru, fiind egale gi 
direct opuse, ele pot fi suprimate gi rămâne atunci forţa F’ 
aplicată în B. Această forță poate десі înlocui forța F apli- 
cată în A. 


2. Teorema |. Un sistem oarecare de forțe aplicate unui 
solid, poate fi înlocuit prin două forțe, dintre care una, aplicată · 
întrun punct arbitrar. 


Fie A, B, C trei punete invariabil legate solidului si 


М un punct fn care lucrează o forță 
F. Putem uni punctul M cu punctele 
А, B, С si descompune forța F 
în 3 componente îndreptate pe di- 
тесе MA, MB, МС, pe care le 
vom transporta pe direcţiile lor în 
А, B, C. Executând această ope- 
raţie pentru fiecare din forţele sis- 
temului, obţinem 3 grupuri de forte, 
aplicate în A,.B, C. Fiecare grup 


uu C à 
S2 M 

LC 1 
Sis" | ^ 
2 \ 
Fig. 99 j 


dá o rezultantă aga; că m 


procedeul! urmat am redus intregul sistem la 3 forțe P, Q, RÈ 


aplicate respectiv în punctele A, В, 


C -arbitrar alese. 


Să considerăm acum cele două planuri determinate de 


. Fig. 100 


punctul A și cele două forţe 
Q şi R. Pe linia lor de 
intersecţie AX să luăm un 
punct arbitrar D şi să unim 
punctele B,.C -cu A şi D. 
Deseompunánd forța Q în. 


- Q'si Q" pe direcţiile DB 


şi BA şi forța R în R şi 


: R/ pe direcţiile DO şi CA; 


să mutăm forțele Q' şi R^ 
ре. direcţiile lor în D şi 
forțele Q" şi R" pe direc- 
fille lor în punctul A. Vom 
obţine astfel, în cele din urmă. 


două forte 8 și T ie dn punctele A şi D. 
Să observăm că punctul A este arbitrar şi că poziţia 
dreptei AX depinde de alegerea punctelor B şi C. Variind po- 


ziţia acestor două puncte variem și 


poziţia dreptei AX şi, pe 


fiecare dreaptă AX, putem. lua punotul D în mod arbitrar. Aşa 
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dar există o infihitate de moduri de a reduce sistemul de forte 
"la 2 forţe dintre care una aplicată în A, însă la o poziţie 
determinată a punctului D pe dreapta AX răspund două forţe 
bine determinate S şi T aplicate în A gi D. 


3. Teorema 11. Momentul unui sistem de forţe aplicate unui 
solid, în raport de ori și ce punct al spațiului, este egal cu mo- 
mentul celor 2 forțe la care se poate reduce sistemul, 

In adevăr, putem fără a modifica momentul unui sistem. 
de forte, să transportám punctul de aplicaţie al unei forţe pe 
direcţia sa, să inlocuim mai multe forţe concurente prin rezul- 
tanta lor şi să descompunem o forță în mai. multe altele apli- 
cate în acelaşi punet. Cum pentru găsirea forţelor S şi T noi 
n'am întrebuințat decât, aceste moduri de transformări, rezultă 
că momentul sistemului de forţe nu se găseşte modificat când 
înlocuim forțele F}, F,, F}... саге lucrează asupra solidului 
prin cele două forte S si T. 


‚ IL. ECHILIBRUL UNUI SOLID INVARIABIL .LIBER. 


1. Lemă. Pentri са două vectoare să fie egale si direct o- 
puse, este necesar $i suficient ca momentul lor să fie nul în ra- 
port de ori şi ce punct al spaţiului. 

Necesar. Fie în adevăr О un punct din spaţiu. Dacă două 
ex veetoare А, B, si А, В, sunt egale şi 
direct opuse, planurile OA, B, şi OA, Ba 
ОЗШЕ В, coincid, aşa cá perpendiculara ridicată 


H pr în punctul O pe unul din planuri este 
E Sp perpendiculară si pe celălalt plan. Cum 


в, “a, k "pé de altă parte distanța lui О la 
Aig Fig, 101. ambele vectoare este aceiași, momen- 
9 tele vectoarelor in raport de О sunt 


egale şi direct opuse, aga că momentul lor rezultant "este nul. 

` Suficient. In adevăr, dacă momentul rezultant a tonă vec- 
toare A, B, şi А,В, în raport de un punct О este nul, mo~- 
mentele OH, şi OH; ale veotonrelor sunt egale si direot opüse, 
deci ele sunt purtate pe acaiiși dreaptă si în consecinţă ра 
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nurile OA, B, si OA, B, coincid unul cu altul. Dar, pentru ea 
aceste: planuri să ooinoid& ori care ar fi punotul O, trobue ca 
veetoarele să fie în linie dreaptă. Insfârşit momontele OH, si 
OH, fiind egale si de semne contrarii trebue cn vetoarele 
А,В, și А,В, să fie egale şi direct opuse. 


2. Teoremü. Pentru ca un solid să fie în echilibru, este ne- 
cesar și suficient ca momentul sistemului de forțe ce-i sunt üpll- 
cate, să fie nul în raport de ori și ce punot al spaţiului. 

In adevăr, pentru oa solidul să fie în echilibru este nece- 
sar si suficient cà cele două forțe S şi Т, cars pot înlocui sis- 
temul de forțe aplicate, să fie egale si direct opuse. Ori, pentra 
aceasta este necesar şi suficient ca momentul acestor forţe în 
raport de ori şi ce punct al spaţiului să fie, nul. Insă acest 
moment este identic cu acela al sistemului de forțe aplicate, 
deci momentul sistemului de forțe aplicate trebue să fie nul în 
raport de ori si ce punet al spaţiului. 


3. Ecuațiile care exprimă echilibrul unul solid. In raport: 
cu un sistem de trei axe cordonate dreptunghiulare, fie z, У 2 
cordonatele punctului de aplicaţie al üneiá dintre forte. şi X, 
Y, Z proecţiile forţei: 

Momentul sistemului de forţe, în rapòté de un punct 2, 
y', 4 din вра{їп,-аге ca proecții pe axe!). 


(1) Mog SES; M' = М—(#Р—В), 

i N =N (eQ — y P) 
în care $ Nt р = > 
L= X(yZ—2Y), ,M-Z(X—«Z), N-EX(sY—yX) 
DT PRIX,  Q-IY,  R-2ZZ. 


Cum реп echilibru trebue ба L', M', № să бе nuli, 
óricáre ar fi 2, у, 2, formulele (1) um cá condiţiile пе- 
cesără și suficiente echilibrului sunt 


P=o, Q.=0, R=o; L = M=o, N=o 


1) Oinematica, pag. 27. 
. 
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adică, trebue să avom următoarele 6 identi tli: 
о | ХХ =o, iY-o, УИ о; 
Ў (02 — Ү) о, У(2Х 27) о, Y(zY – уХ) о. 


Primele trei ecuații ccxprimă сй vectorul rezullant al for- 
gelor este nul, iar celelalte trei, că momentul sistemului de forțe 
în raport cu origina aleasă este nul, această origină fiind de 
altfel un punot arbitrar, 


4. Apiloaţiuni. a). Echilibrul forţelor dintr'un acelagi plan. 
Când forţele care lucrează asupra unui solid sunt toate situate 
într'un acelaşi plan, putem lua acest plan drept plan zO y şi 
atunci pentru ori ce forță avem z = 0, /=o gi cele 6 
ecuaţii de echilibru. se reduc în consecință la următoarele trei: 


2X=0, XiY-o ; X(rY —yX)-o. 


Primele două exprimă că vectorul rezultant al forțelor 
este nul, iar cea de a treia, că momentul forțelor în raport de 
un punct al planului este nul. 


b). Echilibrul forțelor concurente. Putem lua ca punet- 
comun de aplicație al forțelor, punctul. lor: de întâlnire, Fie 2, 
Y,  cordonatele sale. Cele trei din urmă, ecuaţii ale sistemului 
(2) se pot serie atunci. А 


yXiZ-zXY, 25Х =:У2, 25Ү = ух 
şi vedem că aceste egalităţi se găsesc satisfăcute dacă avem 
УХ =0, ЖҮ =о, IZ =о. 


Aşa, dar condiţiile de echilibru se reduc numai la aceste 
3 ultime ecuaţii, care exprimă, că vectorul rezultant al siste- 
mului de forţe este nul. Puteam raţiona şi astfel: Momentul 
sistemului de forţe fiind egal cu 'momentul rezultantei, trebue 
ca acesta să fie nul în raport de ori şi ce punct al spaţiului, 
ceea ce nu poate avea loc decât dacă rezultanta este nulă, deci 
УХ = о, ХҮ =0, LZ = о. — Obfinem deci aceleași oon- 
diţii ca în cazul echilibrului unui punot material, după oum este 
și logic să fie, 
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c). Echilibrul unui sistem de forțe paralele. Fie F una, 
dintre forte si созо, cosf, cosy cosinusurile sale directoare. : 
Avem, pentru proecţiile pe cele trei axe: 


X = Fcosa, Y=Fcosß, Z= Fcosy. 


Pentru forțele care lucrează ín sens contrariu, ar trebui 
să schimbăm semnele cosinusurilor. In loe de aceasta, să dăm 
acelor forțe semnul minus şi să păstrăm pe а, B, 7 neschim- 
bati. Cu asemenea convenție, cele 6 ecuații de echilibru devin 


cosa F = о,  cosfăF=o, cosyăF=o; 
cosy E Fy — cosp ZFz — o, cosa È Ee eoe E Fa o 
cosp EF æ — cosa Ў у — o. 


Cele dintâi. trei se reduc la ХЕ = o саге exprimă că 
vectorul rezultant al sistemului este nul. Celelalte trei se reduc: 
la, următoarele două: E 


Fa _ 2Fy БЕ? 


Cosa cosB ^ созт 


Acest rezultat ne este cunoscut de la teoria momentelor, 
„când am căutat condiţia са un sistem de veetoare paralele să 
aibe în raport de un punct O momentul nul, în ipoteza ХЕ = 0. 

Să presupunem că forțele sunt toate paralele eu-axul Ог. 
In acest caz, cele 6 ecuaţii de echilibru se reduc la 


XF-—o0, XFr-—o, ZFy-ó 
căci cosa == o, соз = o iar eost == l. ^ cile. 
Dacă însfârşit forţele sunt. toate, соргіпве în pianu 20у 
si sunt paralele cu Oy. avem. } 
УЕ = о,  XFz—o 
de oarece cosa = o iar cosf.= 1. Iranani a 
5. Notă. Să notăm în treacăt, că ori-ce alte condiţii” de 


echilibru nu pot fi decât consecințe ale ecuațiilor generale de 


mai sus, 
Astfel, dacă este y adovürat că în cazul când momentele 


unui sistem de forțe coprinse întrun plan, în raport de З 


2448 — 1! 
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puncte ale planului nc situate în linie dreaptă, sunt mule, siste- 
mul este în echilibru, aceasta, rezultă imediat din ecuaţiile dela 
N? precedent, în felul următor: 


Fie О, О', О” cele trei puncte date, dintre care pe О 
să-l luăm. oa origina axelor cordonate. Momentele în raport de 
aceste З puncte fiind nule avem 

N st(aY—yX)=o 
(з. N =N- (Qy P)= o 
N! = N — (z!Q — y" P) =о 
adică .. : Ё , 
X(Y—yX)-o.... 
z'Q—yP-o, g'Q—y'P-—o. 

Ori, dacă dreapta O'O" nu trece prin origina О, atunci 
nu avem proportia 5 = 
ecuaţii nu pot avea loe decât dacă 

P=o, Q=o. 
uis “Sistemul de ecuaţii (1) revine deci la; cele 3 ecuaţii gene- 
rale de echilibru dela pagina 160: | 
(0 „ЭХ =о, Yso, 2QX(eY-yX)-o. 


v. 5 meh a 
т $i, са urmare, cele două din urmă 


Ш. SISTEME DE FORTE ECHIVALENTE. 


1. Definiţie. Două sisteme: de: forţe сате luereazá' asupra 
anui solid sunt zisé:echivalente, dacă le putem înlocui, unul 
prin celălalt, fără a schimba starea solidului. 


9. Teorema |. Dacă două sisteme de forțe S, şi S, sunt 
echilibrate fiecare în parte de un al 81e» sistem S,, ele sunt echi- 
valente, | А l 1 
In. adevăr, sistemului S, :putem să-i adăogăm cele două 
sisteme S, şi Ө» care igi fac echilibru. Insă în sistemul (S, , Sa» Sy) 
putem să suprimüm sistemele, S, si S, care igi fao echilibru. 
Rămâne „atunci sistemul 8,, саге este deci eohivalent lui Sı. 
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3. Teorema ||. Pentru ca două sisteme de forțe sd fie echi- 
valente, este necesar si suficient ca ele să aibe același moment în 
raport de ori și ce punct al spațiului. 


In adevăr, pentru ca solidul să fie în echilibru sub ac- 
tiunea sistemului de forţe (S,, S,) este necesar şi suficient ca 
inomentul acestui sistem să fie nul în raport de ori gi ce 
punct al spaţiului, şi aceasta pretinde ca momentul lui S, să 
fie totdeauna, egal si direct opus momentului lui Sj. . 

Ori, aceiaşi condiţie trebue îndeplinită pentru ea solidul 
să fie în echilibru sub acţiunea sistemului de forțe (9,, S;). 
Rezultă atunci imediat că momentul sistemului S, trebue să fie 
totdeauna, egal în mărime, direcţie şi sens cu momentul siste- 
mului S,. 


4. Ecuatii care exprimă echivalenta a două sisteme de forte. 
Fie 1/,, M4, №, şi 1%, M5, №, proecţiile momentelor 
a două sisteme echivalente de forte S, si S, în raport eu un 
punct de cordonate ж, у, 2'. 
Potrivit teoremei precedente trebue sá avem, ori care ar 
fi 2/7, у, 2 următoarele trei egalitági:: S aq j 
L'-L;, М =M',, №, = №, 
adică; explicitând, : 
L, —(/R, —2Q) —L.— (/ В, — 2 Qa) 
M, — (7 P, — &Rj) = M, — (2 Pa — ®' В») 
N,— (z Qı —УР,) = Na — (@@„—у'Р„). 
Ori, aceste 3 egalitáti nu pot avea loe ori care ar fi 
a, y', z! decât dacă м i 
Р; =P}, 9, = 9, R = Е, ; 
L = 1, М, = М», N, = Na- 
Aceste condiţii exprimă că ambele sisteme de forţe -au 
acelaşi vector rezultant si acelaşi moment în raport de un punct. 


5. Conditle pentru са un sistem de forte să se reducă la 
0 fortá unicá. 

Un sistem de forţe aplicat unui solid este în general 
reduetibil la două forţe, și numai în mod exceptional el: poate 


=> (if 


fi redus la о forță unică. Sk căutăm condiţia acestei din 
urmă reduotii. Fie: P, Q, R componentele vectorului rezultant 
al sistemului de forte si L, M, N componentele momentului 
sistemului de forte în raport de un punct pe care-l luăm са 
origină a axelor cordonate. 


Pentru са o forță Xo, Y, 2, aplicată întrun punet 
Los Yo, Zo să fie echivalentă sistemului, este necesar şi sufi- 
cient să avem 


X, =P, Y,2Q, Z,-R; 
yo Zo — 9; Yo =L, 20 Xo — 2 Z, —M, To Yo — yo Xo=N. 


Cele dintâi 3 ecuaţii determină ре X,, Yo, Z,; celelalte, 3 
se seriu, înlocuind pe X,, Yo, Ze prin P, Q, R: 


х y R—2Q-—L 
(1) Р—аЕЁ= М 
cm Q—yP-N. 


Aceste З ecuaţii în £o, Yo, 2 nu sunt însă independente, 
determinantul lor fiind nul. De altfel, dacă înmulțim respectiv 
ecuaţiile cu P, Q, R şi le aduním, obţinem ecuaţia 


(2) 5 PL+QM+NR=o 


care neconţinând necunoscutele, reprezintă condiţia de compati- 
bilitate adică condiţia!) pentru ca să poată exista valori x, yo, Zo 
care să verifice sistemul celor trei ecuaţii. Dacă această condiţie 
este satisfăcută, sistemul (1) se reduce numai la 2 ecuaţii care 
reprezintă o dreaptă A. Ori ce punct de pe această dreaptă 
poate fi luat drept punct £o, Yo, zo de aplicaţie, pentru forţa 
Xo, Yo, Zo. De altfel dreapta A este paralelă cu veotorul rezul- 
tant al sistemului, si deci cu forţa X,, Yo, Zo, căci paralela 
lui A dusă prin origină, are ca ecuații, potrivit sistemului (1): 

2 2 

Lo Уу = * 


17. = 


1) Ea exprimă cl determinantul oaraoteriatio al slatemuluj (1) este nul. 
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Insfârşit, condiţia (2) exprimând că veetoarele P, Q, Е şi 
L, M, N sunt perpendiculare unul pe altul dă loc la următoarea 
propozifiune: 


Pentru ca forțele aplicate unui solid să se reducă la o forță 
unică, este necesar și suficient ca vectorul rezultant al sistemului 
de forțe și momentul acestui sistem їп гараг! de ип punct sá fíe 
perpendiculari unul pe ultul. 

Reamintim că ваша PL + MQ + NR este un invari- 
ant!) aşa că dacă această sumă este nulă pentru punctul ales 
ca origină, ea este nulă pentru ori ce alt.punet al spaţiului. 

„Forţa unică la care se. reduce sistemul de “forţe ia numele 
de rezultantă. Pentru са ea să existe, trebue bineînţeles, în 
primul rând, ca vectorul rezultant al sistemului să nu fie nul, 
şi deci P, Q, R să nu fie toti nuli. In această presupunere, 
vom dir că, în particular, dacă in raport de origina aleagă 
О avem. : 

: dh Gs е M=o,, М = о 
«ШЙ; (2) fiind atunei satisfăcută, sistemul: de forțe se -reduce 


la o forță unică, aplicată potrivit ecuaţiilor (1) întrun punet 
Oarecare al dreptei ` : 
: CES us 
P Qi KE 
care trece. prin origina О. şi are GET direcţie ea vectorul 
rezultant al forţelor. 
a). Cazul forţelor coprinse în același plan. Luând planul 
forţelor drept plan: 2 О y, sistemul celor 3 ecuaţii (1) se reduce 


la singura ecuaţie” 
ж Q — yo P: =N 


care determină dreapta de suport a rezultantei sistemului, 

Aşa dar, în caz că P si Q nu sunt amândoi nuli, sistemul 
se poate totdeauna reduce la o forță unică, fără vre-o altă con- 
айе de îndeplinit. De altfel, în cazul forțelor conţinute intr'un 
plan, momentul oricărei forţe este perpendicular pe direcția : 
fortei, 


1) Oinematioa, pag. 28." 
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b). Cazul forţelor paralele. Ştim de la teoria momentelor 
că dacă vectorul rezultant al unui sistem de vectoare paralele 
nu este nul, adică dacă nu avem EF = о, atunci există un 
punct de cordonate 


Fg EFy 


= YFz 
а= БЕ b = = 


YF ue y 


prin care ducând o dreaptă A paralelă direcţiei comune а vec- 
toarelor şi aplicând pe această dreaptă în sensul о, 6, T, ce 
sa definit, un vector egal cu XF, momentul acestui vector este 
egal eu acela al sistemului în raport de ori şi ce punct al spa- 
fiului. Am stabilit pe de altă parte că există totdeauna relaţia 
PL+MQ+NR=o. 

Asimilând forțele cu ўесіоаге, vedem astfel că un sistem 
de forte paralele se poate totdeauna reduce la o forţă unică, 
dacă vectorul rezultant al sistemului nu este nul. Punctul de 
cordonate a, b, c ia numele de centrul forţelor paralele. El 
este independent de unghiurile а, @, y ale direcţiei forţelor. 

- Tot са urmare a celor spuse la teoria momentelor, re- 
zultanta R a unui sistem de 2 forte pa- 
ralele F, şi F, aplicate în punctele O, şi 
O,, divide dreapta О, О» în părţi invers 
proporţionale cu cele două forțe, adică 
avem Е, f, = Fs f, sau, mai general, 

x F F, R 
Fig. 102 | EA жей [Акт О; OT 

Dacă forţele au direcţii opuse, rezultanta lor este egală 
cu diferenţa Е, — Е, si este aplicată intr'un : 
punct O de pe prelungirea dreptei О, О» 
dinspre forţa, cea mai mare F,, însă aṣa 
fel că avem tpt proporţiile 

F, RE В 
hoh 90 
е R—-E—F, și О,О,=Л—%. 

Aplicaţie la greutate. Să considerăm, 

la suprafaţa pământului, un sistem inva- 
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riabil de puncte materiale, supuse la acţiunea greutăţii. Dacă 
dimensiunile sistemului sunt foarte miei față de acelea ale pă- 
mântului, greutăţile tuturor punctelor sunt paralele, aga că 
însemnând prin p una din ele, prin 2, y, z cordonatele punc- 
tului material respectiv şi prin P greutatea întregului sistem, 
avem, potrivit celor de mai sus, pentru cordonatele centrului 
de forţe: ; 


| 6-2, 


Ўра Ур2 
дулар Da S PIA 

Insă, dacă reprezentăm prin m massa punctului de greu- 
tate p şi prin M massa totală, vom putea înlocui pe p prin 
mg şi pe P prin Mg; suprimând atunci factorul comun g dela 
numărători si numitori.se obţine 

Eme і my... | amz. 
b= › 


М? M рем 


Asa dar, centrul de forte coincide cu centrul de greutate 
'al sistemului. ; 

In mod mai general, vom zice, cá dacă, fiecare punct al 
unui sistem invariabil este solicitat de o forță proporțională cu. 
massa punctului și toate aceste forțe sunt paralele: și: de același 
sens, atunci rezultanta lor trece prin centrul de greutate al 
sistemului. 


6. Notă. Când 3 forțe care lucrează asupra unui solid își fac 
echilibru, ele sunt coprinse în același plan şi una oarecare dintre 
` ele este egală și direct opusă rezultantei celorlalte două. à 


- Fie în adevăr Р, Q, R aceste forte. Pe direcţia forței P 
să luăm un punct arbitrar O. Forţele făcându-şi echilibru, mo- 
mentul total în raport de O trebue să fie nul. Cum momentul 
forței P în raport de O este nul, rezultă că momentele în ra- 
port de acest punct ale forţelor Q si R trebue să fie egale si 
direct opuse, ceea ce pretinde ca forţele Q, R şi punctul O 
să fie coprinse Їп același plan. Acest plan conţine de altfel şi 
forţa P de oarece punctul O poate fi un punot absolut ori şi 
care de pe direcția acestei forțe. 
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Ре де altă parte, una oarecare dintre forţe trebuind să 
facă echilibru celorlalte două, este evident egală şi direct opusă 


xezultantei acestora, — In mod mai general, când mai multe 


forţe îşi fac echilibru asupra, 
unui solid, una oarecare dintre 
ele echilibrează pe toate cele- 
lalte, de unde rezultă că supri- 
mând una dintre forțe, siste- 
mul format de celelalte se re- 
duce la o forță unică. 

Când 3 forţe îşi fae echi- 
libru, ele sunt fie concurente, 
fie paralele. Când sunt concu- 
З rente, avem următoarele рго- 
„porţii între forţe si sinusurile unghiurilor coprinse între ele: 


(9) Ix u 


Fig. 104 


: sin а sing sin y 
din care rezultă 
4 is R? = P? + Q? + 2 Б созт. 
+: Avem în adevăr, spre - exemplu, în triunghiul OPR’, în 
care В! = Б} : 


P Q R 
sin(x—o«)  sin(r—8) sin (к — ү) 


egalităţi din care rezultă proporţiile (1) căei sin (z—4) = sina, 
ete. \ poe А 
Obţinem -'tot proporţiile (1). dacă proectăm sistemul de 
“forţe pe două direcţii respectiv perpendiculare pe două oarecare 
dintre direcţiile forțelor. i 

Astfel proecţia pe direcţia za! perpendiculară pe OR, 
ne dă 8 


iu 


peces E sm соз (3; - «)=о 
adică C t s 


Paing = Qsina 
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iar proecţia pe direcția yy! perpendiculară pe ОР, dă 


R cos (8— --) + Qo (x + ъ)=о 
adică 
Я Rsinf = Qsin T. 
Regăsim deci proporţiile (1). з 
In consecință, їп cazul considerat, acest sistem de pro- 
porţii va putea, oricând înlocui sistemul celor două ecuaţii ge- 
nerale de echilibru XX = o, XY = o. Este însă de observat 
că aceste ecuaţii ca şi cele două proporţii au loe și în cazul 
când R formează cu rezultanta forțelor concurente P şi Q un 
“cuplu. Pentru са З forte coprinse în acelaşi plan să-și facă echi- 
libru, mai este deci necesar ca momentul sistemului de forțe 
în raport de un punct al planului să fie nul, са în cazul ge- 
neral al echilibrului forţelor coprinse în acelaşi plan. 


IV. TEORIA CUPLURILOR. 


1. Definiţie. Se numește” cuplu, sistemul format de 2 forte 
egale, paralele si de sensuri contrarii. 

Am stabilit la teoria momentelor, cá momental] unui cuplu 
este acelaşi în raport de ori şi ce punct al spațiului si deci 
egal cu momentul în raport de А sau A! 
care аге са valoare F.d, însemnând prin F 
F intensitatea còmună a forțelor si priu d А 
d braţul de pârghie al cuplului. Ducând А 
spre exemplu din А о perpendiculară pe 
planul cuplului, vectorul moment se poartă * Fig. 105 
pe această perpendiculară si aşa fel ca un 
observator culcat pe ea cu picioarele în A, să vadă direcția 
forței F' dela stânga spre dreapta. 


- 2. Teorema |. Putem, fără a schimba efectul unui cuplu, să 
deplasăm planul cuplului paralel cu el însuși și să modificăm în 
acest plan forța și brațul de pârghie, așa fel însă ca momentul си- 
plului să nu se schimbe. 
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In adevăr, prin ori şi care din aceste modificări nu se al- 
terează deloc momentul cuplului în raport de un punct oarecare 
al spaţiului. Toate cuplurile сё ве obțin sunt deci echivalente, 


3. Teorema II. Un sistem de cupluri având ca momente Hi, , 
Н,, Н,,... este echivalent unui cuplu unic având ca moment suma 
geometrică a momentelor H,, H,, Н,,... 


În adevăr, momentul sistemului de cupluri fiind egal cu 
suma geometrică a momentelor H,, Н,, H,,... este acelaşi 
în raport de ori si ce punct al spaţiului ca momentul cuplului 
unie; deci există echivalență. 1 


4. |ntrebuintarea teoriei cuplurilor pentru reducerea for- 
telor aplicate unui solid. Fie O un punct arbitrar, legat invariabil 
„œ  Solidului, şi A punctul de aplicație al 
Аа uneia din forte F. Să aplicăm în punctul 
О, în sensuri opuse, două forţe F!, Е" 
: О F egale şi paralele forţei F. Nu am schim- 
ые bat prin aceasta starea solidului căci 
forţele F' si F” îşi fae echilibru. Prin 
i operaţia făcută, am înlocuit însă forţa 
F prin forţa echipolentă F” si cuplul (Е, Е). Procedând la 
fel pentru toate celelalte forţe саге luereazá asupra solidului, 
ajungem а înlocui sistemul de forțe dat printr'un sistem de 
forţe echipolente aplicate în O şi un sistem de cupluri. 
Forţele echipolente din O dau o rezultantă egală cu suma 
geometrică a forţelor F. Pe de altă parte, cum momentul fie- 
cărui cuplu (F, E”) în raport de O este egal cu momentul for- 
fei respective F, momentul sistemului de cupluri este egal eu 
acela al sistemului de forțe aplicate solidului. De aci urmă- 
toarea propozitiune: 


Un sistem de forțe aplicate unui solid este totdeauna 
reductibil la o forță unică aplicată întrun punct arbitrar O, 
egală cù suma geometrică a forţelor date, gi un cuplu unic al 
căruia moment este egal cu momentul sistemului de forţe în 
raport de О. 


Fig. 106 


Să ducem prin O trei axe cordonate dreptunghiulare si 
să însemnăm prin X, Y, Z proecţiile uneia dintre forte F şi 
prin ш, y, z cordonatele punctului ei de aplicaţie. 

Potrivit propozitiunei enunțate, forța unică aplicată їп 
О va avea ca proecţii 


P=2}X, Q-—IZY, R- ZZ 
iar momentul cuplului unie va avea ea proecţii pe aceleaşi axe 
L-X(yZ—2sY) М=Ў(Х—7), N-EZX(rY—yX) 
Pentru echilibrul solidului este necesar si suficient ca atât 
forţa unică cât si cuplul unie să fie nuli. Exprimánd acest lu- 
eru, regăsim cele 6 condiţii de echilibru cunoscute ` 
à P.— о, Q—o, R=o; 
L=o, М = о, М = о, 


5. Notă. a). Din cele de mai sus rezultă că dacă numai 
suma geometrică a forţelor aplicate unui solid.este. nulă, adică 
dacă avem numai 


P.=o, Q=o, R 


sistemul de forte se reduce la uw cuplu. 
Dacă din potrivă, avem numai 


L=o, M=o, N=o 


adică dacă momentul sistemului de forte în raport de uni punet О 
este nul, sistemul de forte se reduce la: o singură forţă aplicată 
în O, egală cu suma lor geometrică, aşa dupa cum am. mai 
spus la pagina 165. : i 

b). Un cuplu nu poate fi echivalent decât tot unui cuplu, 
căci o forță unică nu poáte avea niciodată acelaşi moment în 
raport de ori si ce punct al spațiului ca un cuplu. 

Ca urmare imediată, un cuplu nu poate fi distrus decât 
tot printr'un cuplu. 


l 
o 


V. ECHILIBRUL UNUI SOLID CARE NU ESTE LIBER. 


\ 
1. Determinarea condiţiilor de echilibru. Fie un solid ale 
cărui mișcări. să fie limitate de obstacole, cum spre exemplu un 


= = 


solid care având 2 punete fixe nu poate lua altă mişcare decât 
` 0 rotaţie în jurul dreptei care uneşte cele două puncte. 

In asemenea cazuri, condiţiile de echilibru se obţin ex- 
primând că forțele, în general necunoscute, prin care se pot 
înlocui acţiunile obstacolelor asupra solidului și forţele direct 
aplicate solidului, formează împreună un sistem de forţe în echi- 
libru, cele două categorii de forțe făcându-şi de altfel reciproc 
echilibru. 

Vom putea deci aplica sistemului total de forte cele 6 
ecuaţii de echilibru. Eliminánd între ecuații componentele forțe- 
lor necunoscute, ne vor rămâne un oarecare. număr de ecuații 
independente de aceste forțe care vor reprezenta condițiile de 
echilibru căutate. Presupunând ` aceste condiţii . îndeplinite, vom 
deduce componentele forțelor necunoscute din ecuaţiile în care 
figurează ele. 


2. Echilibrul unui solid care are un punct fix. Să luăm 
punctul fix ca origină a unui sistem de axe dreptunghiulare 
Fie X, Y, Z proecțiile uneia oarecare dintre forțele aplicate 
solidului si x, у, z cordonatele punctului ei de aplicatie. Acfi- 
unea punctului fix азарга solidului poate fi reprezentatá printr'o 
forță N trecând prin acest punct; бе X!, Y!, Z! componen- 
tele necunoscute ale sale. 

Solidul putând fi considerat ca liber şi în echilibru sub 
acţiunea forțelor direct aplicate si a forţei N, aplicația celor 6 
ecuaţii de echilibru ne dă, observând că momentul forţei N în 
raport de origină este nul, 


SII Ү'+-®ү—о, ауу; 
(02 —2Ү) – о, X(eX —ж7)=о, X(vcY – уҮ) ~о. 


Cele 3 din urm& ecuaţii fiind independente de N reprezintă 
condiţiile de echilibru. Ele exprimă că momentul sistemului de 
forţe direct aplicate, іп raport de punctul fix, este nul; cu 
alte cuvinte că forțele direct aplicate se reduo la o singură Ёог- 
{8 trecând prin punctul fix, 

Cele dintâi 3 ecuații ne dau componentele actiunei N. 


— 173 — 


Avem în adevăr 


X = — xx, Y ү E TY: 


Presiunea solidului asupra punctului fix, find egală şi 
direct opusă lui N, are са componente —Х', — Y!, — Z/. Deci: 
sarcina punctului, fix este egală, în саг de echilibru, cu rezul- 


tanta, forțelor direct aplicate. 


Exemple. a). Echilibrul unui pârghii АОВ supusă forfe- 
lor F, si Fe. Condiţia este ca momentul sistemului Е,, F, în 


raport de punetul fix О sá fie 
nul, deci ca momentele fortelor 
Fi şi F, în raport de O să fie 


N 
AZ ZNB 
egale si direct opuse adică WV 
О 
Fi.d, = F,.d,. Е 


Rezultanta forţelor Е, si Е, 
trece prin punetul O si repre- 
zintă sarcina acestui punct. 


^ 


^ 


N 


РА 
JN 
^ Nd, 
N 
N, 


Fig. 107 


b). Echilibrul într'un plan vertical al unei. Бате grele gi 
omogene OA, de lungime a, fixată în O și legată prin extre- 
mitatea ei А de wn fir flexibil și inextensibil care trece fără 
frecare printun inel fix О și egte tras de о forţă F. In afară 


Fig. 108 


P sin 0 + 2 P 2? sin 


de greutatea P și de forţa 
F, bara mai este solicitată 
la trei sferturi din lungi- 
mea eide o forţă verticală 
egală cu 2 P. Se dă 

ОС = ОА. 

Cum efectul forței Е 
se transmite prin fir punc- 
tuli A їп direcţia AC, 
condiţia de echilibru este, 
luând momentele în raport 
de О, 


0 — F a cos È = о 
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adică 


F cos — = 2P sin 


de unde 
Р = АР sin: 

Să călculăm valoarea acțiunii N din punctul О. Avem, 
proectând pe Ow si Oy şi însemnând prin X' şi Y' compo- 
nentele lui N, 

X! — Вов 01 — o, Y'—3P+ Fsin 3-9 
deci 


X = 2 P sint, Y-P(s-4 sint 2). 
Caz particular. Fie 6 = 600. Atunci 


F=2P, X =PV3, Y = 2p 
N =PV7. 

3. Echilibrul unui solid care are un ax fix. Când un solid 
are două puncte fixe O', О”, solidul nu poate decât să se învâr- 
teascá. în jurul dreptei O'O”, care este unax fix. Să luăm 
punctul O' ca origină a unui sistem de 
axe dreptunghiulare iar dreapta O' O” ca 
ax Oz. Fie X!, Y!, Z! componentele ac- 
fiunii № a punctului O'; X", Y”, Z/ ace- 
lea ale acţiunii N” a punctului О” şi А 
distanţa O О”. 

. Solidul fiind considerat ca liber şi 
Fig. 109 în echilibru sub acţiunea forțelor direct 
aplicate şi a acţiunilor N’ şi N”, aplica- 
fiunea celor 6 ecuaţii de echilibru ne dà, 
X'+ X"+ УХ =, Ү + YUH ЖҮ =o, 
Z +" ЎА = о; 
— h Y" +2 (yZ—zY)=0," АХ" («ХХ – о 2) =о, 
X(eY – уХ) = о 
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observând cà forța, № intervine singură în сеје 3 din urmă, 
ecuaţii si că cordonatele punctului său de aplicaţie fiind o, o, h, 
componentele momentului ei în raport de origină sunt, potrivit 
formulelor generale, 


— hY", h X", о. 


Ultima ecuaţie fiind singura care este independentă de ac- 
fiunile necunoscute № şi N”, exprimă condiţia de echilibru. 
Această, condiţie este ca momentul sistemului de forțe direct 
aplicate solidului, în raport de azul fiv, să fie nul. 

Ecuațiile 4 şi 5 ne dau 

y" = 2002—21), x! = 2-8 (0Х— 22), 
ham h 
X" si Y" fiind astfel cunoscuți, ecuaţiile 1 şi 2 ne dau pe 
X' şi Y!; însfârşit ecuația 3 determină suma Z! + Z”, 

Сап @ е Z’ si Z/ nu pot prin urmare să fie determinate 
în mod separat; acest rezultat putea să fie prevăzut, сйсї ori 
ce forță aplicată unui solid invariabil putând să fie transpor- 
tată întrun punct oarecare de pe direcţia sa, este clar că cele 
două forte ZI, Z pot să fie distribuite în mod arbitrar celor 2 
puncte O', O” eu singura condiţie ca suma lor. să rămână ne- 
schimbată. $ 

Când în loc de un sistem riguros rigid, se consideră un 
solid natural, susceptibil de a se deforma sub acțiunea forțelor 
aplicate, presiunile din O' si O” sunt sub toate raporturile dis- 
tinete una de alta, dar pentru a le calcula este necesar să se 
dea legea de deformațiune a solidului si această chestiune nu intrá 
in eadrul Cursului nostru. 

Problemă. Un solid omogen de formă paralelipipedică și 
de greutate P se găsește așezat pe um plan orizontal, ca un zid 
vertical, El poate fi însă învârtit îm jurul muchiei sale АА! 
Proectată în A, punctele A și А! fiind fixe. 

Se cere a ве determina valoarea efortului perpendicular Q, 
cu care trebue să împingem solidul la o înălțime h dela bază, 
pentru ca el să se afle pe punctul dea se răsturna spre dreapta 


figurei, H 


үч ӨК Кы, pa e per emu m ee ETE EER gate it aa 
* re Кс е e E 
i aie? - З == ^ 
a нет" 
Ж mST pu aero "c 
SES OEC PEUT UHR 
ES La catal Айн АЁ MEAT TT, 22 
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Fie a, b, c lungimile celor trei muchii ale solidului, din- 
tre сате с = AA, 

Forţa, căutată, Q este aceea care menţine solidul în pozi- 
ție verticală când el, în loo de a se rezema pe planul orizon- 
tal, se reazemă numai pe muchia sa AA! Valoarea acestei 
forţe se determină, luând momentele forţelor Р şi Q în raport 
de axul de rotaţie. Avem 


b 
Р 5- - 0 =0о 
десі 
РЬ 
:9= зт" 


Ori-ee efort superior lui Q provoacă 

Fig. 110 rásturnarea solidului spre dreapta figurei. 

Valoarea lui Q nu depinde de po- 

ziia punctului de aplicaţie К pe orizontala proeetat& în H. La 

ori-ce poziţie a lui K corespund însă alte acţiuni N! şi N! ale 
celor 2 puncte fixe A si A' asupra, solidului. 

Dacă voim a determina, aceste acţiuni prin metoda gene- 
rală, vom imagina un sistem de axe dreptunghiulare A.zyz cu 
origina în A, așa după cum arată figura, axul Az fiind în- 
dreptat pe direcţia AA! pentru ca sistemul de axe să formeze 
оп triedru direct. Atunci aplicaţia primelor. 5.formule din cele 
6 de mai sus ale echilibrului, ne dă, însemnând prin z depăr- 
tarea punctului K de planul vertical Ату, 


Х'+Х'—Р=о, Y-c-Y'-Q-o,. Z-4Z-o; 


= сҮ" -Qz —o, (eX! — —— P =o 
din eare deducem i 
= 13 т 5 
X! = э, Ү!! = т 
P A 
X => Y-Qq(1i- +) 


componentele 7/ şi Z' ne-putünd fi determinate fie-care în parte.. 
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4. Echilibrul unui solid care se reazemă pe un plan fix. 
Fie un solid care se reazemă pe un plan fix prin punetele A, 
Аз, Àg,... . Să luăm acest plan 
drept plan xOy, iar ca ax Oz să 
* luăm perpendiculara îndreptată spre 
partea unde se găseşte solidul. 
Acţiunile planului fix sunt pa- 
ralele cu Oz şi aplicate în punctele 
Àj, А», А,,...; ele dau o rezul- 
tantă Z, care întâlneşte planul xOy Fig. 111 
întrun punct de cordonate £o, Yo- ` 
Solidul fiind în echilibru sub acțiunea rezultantei Zọ- şi a 


forțelor ce-i sunt aplicate, aplic iine. ecuațiilor de echilibru 
ne dă 


XiX—o0, IY-o, 2 + X20; 
yoZ,--X(yZ—-zY)-o; =a Z +(«Х—®%7)=о, 
: X(zY —уХ)=о. MX ЧӨН 

Ecuațiile 1, 2 şi 6 neeontinánd pe Z, exprimă condiţiile 
de echilibru si anume: trebue ca vectorul rezultant al forțelor 
aplicate să fie perpendicular pe planul fix și, pe de altă par- 
te, ca momentul acelorași forţe în raport de un ax normal pla- 
nului să fie nul. 


Ecuația 3 ne dă 8 


Z,——EZ. 


Cum Z, este pozitiv, trebue deci ca X Z să fie negativ şi a- 
ceasta constitue о nouă condiție de îndeplinit: XA fiind egal 
eu — 2, reprezintă acțiunea solidului asupra ‘planului fix. şi :sé 
înţelege că această acţiune trebue să constitue. о apăsare 'aşa 
că Ў 7 trebue cu adevărat să fie negativ. 
Insfárgit ecuaţiile 4 şi 5 determină pe vy şi yo: 
XY(X—72) —À(gyZ2—5sY) сое 

SQ IE cos MB 


0 


Cum punetul de aplicaţie al rezultantei a 2 forțe paralele 
de același sens este coprins între punctele de aplicaţie ale for- 


24468 — 12 
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telor, se vede uşor că dacă compunein succesiv acţiunile aplicate 
în Ai, А,, А, ..., punctul de aplicaţie al rezultantei Z, va 
fi necesarmente situat în interiorul poligonului convex care co- 
prinde toate punctele de reazăm. Aga dar, ca ultimă condiție, 
trebue ea valorile 4, yọ să corespundă unui punct situat in. 
interiorul acestui poligon. 

Ecuațiile de maì sus ne dau numai presiunea totală — Ze 
exercitată de solid: asupra planului și cordonatele ду, y, ale 
punctului ei de aplicație; să ne propunem de a determina pre- 
siunile care corespund fiecăruia în parte dintre- punctele de rea- 
zăm. Fie Pis Pe Peces acţiunile planului fix în A,, А„, 
Азу..Х gb m, Vii 402, з; зу ades cordonatele, acestor 
puncte. 

Acţiunea Ж, fină rezultanta forjolor Pis Pos Ds een 
teoria forţelor paralele. ne procură ecuaţiile 


Pi h Po t Par ++... = h =—У7, 
Pi Po 2 + Ps Tg +... = m Zo = È (2X — 27) 


„2191 + PY + Ps Ys = Yo Zo = = (yZ єт e Y). 

„Necunoseutele fiind p,,.p,, ps,..., vedem сй dacă пил 
mărul punctelor де reazám este mai mare ca 3, problema. este 
nedeterminată. Când este însă vorba de un solid natural, acfiu- 
nile ij P2, Ps. Şi prin urmare presiunile în punctele de 
reazám, care sunt respectiv egale şi direct opuse acțiunilor, sunt 
totdeauna determinate, dar solidul este atunci deformabil, iar 
nu шара după cum е5 teoria. 


5, Problema: D Sä se determine poziția de echilibru a unei 
bare, grele: și: omogene; care se 'reazămă. prin | extremitățile sale 
pe: două: planuri înclinate.: 

Fie P greutatea barei, aplicată în mijlocul eì D; Ng N’ 
cele două aefiuni normale' ale DIEBUS înclinate asupra extre- 
тій ог A gi А’ ale barei. 

Cele 3 forte P, N, № făcându-și сїйїп sunt concu- 
rente şi coprinse în IM: plan. Acest plan e vertionl ойі confine 
forța P; el'este totdeodatii perpendicular ре intersecția celor. două 
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planuri înclinate de oare ce confine perpendieularele N si N' la 
aceste planuri, Această intersectie este deci о dreaptă orizontală. 

Fie 0 unghiul barei cu orizon- 
tala. Cunoaşterea acestui unghiu de- 
termină poziţia de echilibru AA” a 
barei, 

Pentru determinarea, lui 0, vom 
lua momentele în raport de un punct 
al planului. Cel mai simplu este de 
a lua momentele în raport de punctul 
C unde se întâlnese direcţiile celor 
două acțiuni N şi N', căci momentele 
acestor acţiuni fiind nule în raport 
de C nu mai figurează atunci în ecuaţia momentelor. Condiţia 
de echilibru este deci ca momentul forţei P în raport de O să 
fie nul, adică direcția forței P să treacă prin C, după cum arată 
figura de mai sus. Avem atunci 


Н т r 
= CD REL (6-6-8) aera 
\ i AD | sina sina 


i (= 1 в) з 
(uj Крра cos (a! — 6) 
sin о/ “sin af? 
şi, cum AD = A'D, obţinem egalitatea, 


cos (о + 6) — С05 («/ — 8) 


Sin ~ „sin a’ 
de unde rezultă 
sin (»/ — a) 
s 0 = s 
tg 6 2 sin о sin o! 


Incât priveşte ре N şi №, valorile lor se pot obţine 
scriind proporfionalitatea dintre cele З forte P, N, N’ şi sinu- 
surile unghiurilor coprinse între ele. Figura ne dă 

P N N’ 
sin (a Fa) sin (n-a sin (кә) 
sau 
P N N? 
anata эзїї  " sina 


, 
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de unde rezultá 


P sin a’ № Репо 
sin (а al) ' aJ ed sin (a -} a/) 


2). Echilibrul într'un plan vertical al unei bare grele şi omo- 
gene AB, ale cărei extremități A și В se reazămă respeotiv pe 
orizontala Ow și verticala Oy, extremitatea A a barei fiind soli- 
citată și de o forță orizontală F îndreptată spre О, Я 

“Ca si în problema precedentă, vom lua momentele їп ra- 


y \ port de punctul C unde se întâlnesc di- 
ALE гесе celor 2 acțiuni N si №. Obţinem 
Н imediat 7 


Fl sin 06 — P Leo 6 o 
n sernt- ioni йу Sat 
:; de.unde i 

o FA ` tg 0 = Ta: 
Pe de altă "parte, proectiile pe Oz şi 
Oy ne dau SOUS з цох 
МЕ =o, N—P=o 
ер, Мер. 

Rezultă, cá sistemul celor 4 forte P, F;;N, № formează 
2 cupluri (P, N).si (F, N’) care îşi fac echilibru. 


deci 


UI. ECHILIBRUL SISTEMELOR DE FIGURĂ VARIABILĂ 
COMPUSE DIN MAI MULTE SOLIDE INVARIABILE. 


I, CONDITIUNI DE ECHILIBRU. 


1. Să considerăm un sistem de solide, cu diferite legături 
între ele şi supuse la diferite forte şi diferite obligaţiuni. 

Când existi echilibru, fiecare dintre solide se găseşte se- 
parat în echilibru:sub acţiunea a 3 feluri de forţe: 

1? forţele ce-i sunt direct aplicate, 

20 forţele care reprezintă acţiunile celorlalte solide asupra 
sa, potrivit legăturilor existente, 

30 forţele care reprezintă obligatiunile particulare ce sunt 
impuse solidului (de a avea unul sau două puncte fixe, de a se 
sprijini pe un plan fix, еќе.). 

Vom scrie deci pentru fiecare dintre solide cele б ecua- 
tiuni de echilibru, ţinând socoteală de egalitatea dintre diverse- 
le acțiuni si reaefiuni din sistem, apoi, eliminăm între ecuaţi- 
unile obţinute forțele dela No. 2° şi 3° în general necunoscute; 
ne vor rămâne atunci una sau mai multe ecuaţii care vor re- 
prezenta, condiţiile de echilibru ale sistemului. 

Bine înţeles, că dacă sistemul este în echilibru, vom putea 
să-l considerăm ca solidificat si să aplicăm direct întregului 
sistem cele 6 ecuaţii generale de echilibru ale solidului invaria- 
bil. Aceste ecuaţii nu vor reprezenta însă nimio nou, ele pután- 
du-se deduce din sistemul total de ecuaţii de care am vorbit 
mai sus, ` : 
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2 Câteva exemple explicativa. 1). Două sfere grele pi omo- 
д ge О și O', coprinse între două 
planuri fixe şi înclinate LA și IA' 
cu intersecție orizontală, se găsesc 


À CX în echilibru. 
Forţele direct aplicate sunt 
b 


greutăţile P si P', aplicate în 
centrele О şi O' ale sferelor. 
A Acţiunea, sferei O' asupra 
m sferei O este o forță de compre- 
"n siune T, îndreptată dela C spre 
O, iar acţiunea sferei O asupra sferei O! este o forță T egală 
şi direet opusă lui T, în virtutea principiului acţiunii și reae- 
pini. 
Insfársit, obligația impusă sferelor de а se sprijini pe 
planurile inelinate IA si IA’ se reprezintă prin forțele N si N' 
normale planurilor în punctele de contact. 


2) Dovă bare AB și BC, articulate. în: punctul B și supuse 
Ja diferite forțe, se găsesc în echilibru. 


In punctul de articulaţie B, bara BC acţionează asupră 
barei A B cu o forță T iar bara AB reacţionează, asupra barei 
BC ca o forţă T egală si direct 
opusă lui T. 

Vom serie deci ecuaţiile de 
echilibra pentru fiecare bară în 
parte, ţinând seama de forţa T ` Жена 
aplicată barei А B si de forţa Чу Fig. 115 
aplicatá barei ВС. 


T 


3). Două solide S şi S', articulate între ele printr'o vergea 
rigidă AB și supuse unui sistem de forțe, se găsesc în echilibru. 
Presupunem că între extremităţile A şi B ale vergelii nu 
lucrează niei о forţă, Vergeaua fiind în echilibru, trebue са ao- 
fiunile solidelor S şi S' asupra ei să fie două forte Т şi Т egale 
şi direct opuse aplicate în punotele A şi B, Invers, acţiunile ver- 
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gelii asupra solidelor sunt 2 forţe Т,, Тү! egale și direct opuse 
celor dintâi, 

Aşa dar, fiecare dintre solide 
va fi în echilibru sub acţiunea forțe- 
lor ce-i sunt direct aplicate şi a ac- 
țiunilor T,, T,’ ale vergelii asupra 
lui. — Vergeaua poate de altfel să fie . 
supusă din partea solidelor fie la o. 
tracţiune, fie la o compresiune. 

4). Două solide în echilibru, le- 
gate printr'un fir flexibil însă inexten- 
sibi]. Daca există, echilibru, extremi- 
tăţile firului sunt supuse din partea .solidelor la două efarfari 
de tracţiune T, T’, egale si direct opuse, aplicate la extremitá- 
fle A si B. cis firului. Se та rationa deci ca mai: sus, forţele 
direct aplicate solidelor trebuind însă să aibe са efect dé а în- 
tinde firul, teea, ce constitue o condiție particulară de echilibru. 


Fig. 116 


T 2м Sat Să considerăm un punct M al 
мт firului. Acţiunea portiunei de fir МВ 
Fig. 117 ` .. “asupra portiunei M А, este egalá cu 


forţa T aplicată їп M, căci dacă 

suprimăm porțiunea M В, trebue să aplicăm în punetul Mo 
forță egală cu Т/ pentru a menţine echilibrul. Invers, acțiunea 
porțiunii М А asupra porțiunii M B este 
o forţă egală еп T, aplicată în M. Аза" 
dar în fiecâre punct, acţiunile reciproce ` 
ale celor două porţiuni de fir corespun- 
zătoare sunt egale si direct opuse, in- 
tensitatea lor comună fiind egală cu a- 
ceea a forțelor саге îşi fac echilibru la 
extremităţile firului. Acţiunea unei por- 
fiuni de fir asupra celeilalte, aplicată în 
M, se numeşte tensiune. : 
Dacă firul trece printr'un inel fix, în, deg căruia poate 
aluneca fără frecare, trebue, pentru ca echilibrul să existe, са ас- 
tiunile Т, T” dela extremităţile firului să fie tot egale între 


Fig. 118 
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ele, si tensiunea in fiecare punct al firului are ca valoare tot T 
sau T’. Acţiunea inelului asupra firului, in punctul de contact este 
bine înţeles o forţă egală gi direct opusă rezultantei forţelor T 
gi T, 

3. Probleme. 1") Să se determine poziția de echilibru a 
unui sistem format de două bare grele "și omogene AB şi BC; 
articulate în B și situate fntr'un plan vertical, punctul A fiind fix, 
Jar punctul C obligat de a rămâne pe orizontala Ox și supus unei forţe Е. 
i Forțele direct apli- 

cate sunt greutățile P si Q 

ale .barelor, aplicate .in 
mijloacele lor, şi forța Е. 

. In poziția de echi- 

, libru, acţiunile reciproce 
, ale barelor sunt. dou for- 
a te T si Т egale şi direct 
opuse, aplicate în punetul 

B; fie Т, și Ty- proec- 

д $4 245 Ше lui T pe axele Oz 
si Oy, T fiind acţiunea, barei B C asupra barei A B. 

„Fie deasemenea N. si N, proeeţiile acţiunei N a punc- 
tului fix A asupra sistemului si N, perpendiculară pe Oz, 
acţiunea orizontalei fixe Ох asupra . punctului C, 

Proeetârid forțele ре Oz şi Oy, şi luând momentele în ra- 
port de punctul B, pentru fiecare din bare, obţinem cele 6 
ecuaţii ; Е 


pong ш. Обхтәрело.Слй F 
ey p Fig. 119 


МЕРОМ Јр hT, =о, 
П. ПЕЙ i 

/ —P sin +a sin0. Ny + а cos 8. Ns = о; 

Т ЕТ, = о, ^ N —Q — T, — o, 

Q$ sing — №Ь sin e — F b oos p = o 

eu relati dintre unghiurile 0 şi р: 

эё ‚ 24) НКО D "og 

,. (a); h, = а оов б + b oos e, 


"OP 
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Avem deci 6 ecuaţii între cele 5 necunoscute Nz, №, 
Ts, Ту, №; eliminarea lor ne va da о ecuaţie în 0 şi ọ care 
va reprezenta, condiţia de echilibru şi care împreună cu relaţia 
(х) vor determina valorile 9 şi e corespunzătoare poziţiei de 
echilibru a sistemului. 

Efectuarea, acestei eliminări ne dă 


(P + 9) sin. sing = 2 Fsin (p — 0), 


Pentru determinaréa poziţiei de echilibru este suficient de 
a cunoaşte fie numai pe 6, fie numai pe р. Dacă am deter- 
minat spre exemplu pe 6, cele cinei dintâi ecuaţii ne vor deter- 
mina pe Ns, Ny, Te, Ty, si №. 


20). Fie sistemul articulat ABO constituit din două bare AB, 
BC articulate în В. Punctul A este fix, iar punctul O poate alu- 
neca fără frecare pe dreapta orizontală Ах. Bara AB este grea 
şi omogenă, bara BO nu are greutate.  Insfârșit, punctul B este 
solicitat de o forţă orizontală Р în sensul Ac, iar punctul © este 
solicitat de о forță F în sensul CA. Se cere condiția de echilibru 
а sistemului. 29: f 3 

Cum in pünetul de ar- 
tieulatie B lucrează o fortá, 
vom considera sistemul ca 
find constituit din cele 2 
bare date şi un solid con- 
centrat în punctul B, forţa P 
lucrând asupra acestui solid. ` 

Fie T acțiunea solidului asupra -barei AB. Condiţia de 
echilibru a barei AB este, luând momentele în raport de A ale 


forțelor T si Q, ; 03 | 
(1) —acos 0 . T, + asin. Т, + 5- 0050.0 = o. 


^ Fig. 120 


Acţiunea barei AB asupra solidului din B este o forță T 
egală si direct opusă lui T. Pe de altă parte, pentru оа Бага 
BC să fie în echilibru, trebue ca forţele oare luorează la cape- 
tele ei să fie egale şi diveot opuse, Deoi, rezultanta forţelor № 
$i F are direcția OB iar aoțiunea solidului asupra harei BC ` 


ымыы mea e E ui ee Tati A Yogi go m erra gu 
AR EE д parece чик ш гт + энчине AT өтө чор Eee 
уыс. асаах LE i TE 
N — Оез M E m art E 
SEA MUN HE ar RN Mu Ard Rr AMT T TIT paz 
ЕАК а > жы БСУ 
ЭМУ члена Аннан ra zece tanto ez pe a 7 s ААС 
x Ne A = Da aaa PP 
uci r 
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este o forță egală şi direct opusă acestei rezultante. Solidul este 
prin urmare în echilibru sub acţiunea forţelor Т’, P şi а re- 
aultantei forțelor F şi № transportată în B. Condiţiile de echi- 
libru ale solidului sunt atunci 


—Ts+P-F=o, —Ty+N=o cu N = Бф, 


Eliminánd pe Ту, Ty , N! între aceste ecuaţii şi ecuaţia (1) 
găsim ca condiţie de echilibru pentru sistemul celor două bare 


52 F cos . tgp = 2(P — F)sin0 + Q cos 0 
cu relația 
asin Ө = bsin p, 


Caz particular. Dacă Q=o şi а= d,» condiţia se re- 
duce la P —2 Е, ori care ar fi 8. 


4. Observaţie. Să se observe bine, în aplicaţii, că dacă 
in aceiaşi egalitate utilizăm pentru evaluarea momentelor atât 
formula analitică vY—yX, cât şi formula geometrică F.d, să 
se ia pentru cea din urmă tot sensul de rotație dela dreapta. 
la stânga, pe care se bazează stabilirea celei dintâi 1) - 


5. Notă. Condiţiile de echilibru ale, unui sistem format din 
mai multe solide supuse la legături, se obţin în mod mai ex- 
peditiv prin aplieatiunea teoremei travaliului virtual, de care 
ne vom ocupa mai departe. 


И, POLIGON FUNICULAR. 4 


1. Definiţie şi condiții de echilibru, Să considerăm un fir 
flexibil şi inextensibil susținut la extremităţile sale A şi B 
de două forte P și Q şi solicitat în diferite alte puncte 
Ау, Az, ... de diferite forte F, , Fp, ,.... Dacă: firul este în 
echilibru sub acțiunea forțelor. ce-i sunt aplicate, el. ia forma 
unui. poligon deschis, zis poligon, , funicular. Să: determinăm con- 


1) Cinematica, pag. 93... 2... 


== 


diţiile de echilibru ale acestei tiguri, pe care să o presupunem 
pentru simplicitate са coprinzând numai 5 puncte A, А,, А„, Ag, B. 
P Q Pentru aceasta, nu 
v, vom avea, decât să consi« 
N T, егт poligonul oa fiind 
«€ format dihtr'un sistem de 
solide invariabile A, A,, 
Az, As, B reduse la câte 
em 3 un simplu punet material 
si legate íntre ele prin 
lungimile de fir AA,, 
A, А», Ap As, Аз В. Aducem astfel studiul chestiunei de faţă 
la, cele studiate mai înainte 
Diversele lungimi de fir se vor găsi în echilibru potrivit 
următorului tablou: 


Fig. 121 


Firul AA, sub acţiunea, tensiunilor P şi =P 


n А, А, » » n "T Tı n T 
” АА,» n » » m Te » Ta 
” А,В » » a Q » Q. 


Porţiunile de fir AA, şi A, B. au deci direcţiile forţelor P 
si Q. Să cercetăm echilibrul în fiecare din vârfurile A, , А,, А; 
ale. poligonului. 

Forţele care lucrează asupra solidului A, sunt Р, Е, și T). 
Cum ele îşi fae echilibru, — T, este rezultanta Моо. Рз Е, 
саге sunt cunoscute. Tot astfel: айт 

— Т, este rezültanta forţelor — T, şi F,; 
—Q » »- » — Te » F, 8* 

Aceasta fiind stabilit, să luăm.un punet O prin care să 
ducem vectorul OM echipolent forței P, apoi vectorul MM, 
echipolent forţei Fy; Rezultanta OM, va reprezenta. atunci pe 
—"T,, iar direcţia M, O va fi direcția porţiunei de fir A, As. 
De asemenea, luând M, М, echipolent eu Е,, vectorul OM, va re- 
reprezenta pe — Т,, rezultantă a forțelor P, F,, F,, iar direc- 
фа M, O va fi aceea a porţiunei de fir А, Aj. Insfârşit, luând 
M, М,, echipolent cu Ез, vectorul OM, va reprezenta pe — ©, 
rezultantă a forțelor — T, si F,, adică a forțelor P, Fy, Fs, 
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Fs, iar direcția M,O va fi aceea a portiunii de fir A, B. Deci, 
poligonul ín chestiune, zis poligonul lui Varignon, trebue să 


se închidă în punetul de plecare O, vectorul М, О trebuind 
să fie echipolent forței Q. 


Fig. 122 Fig. 123 
De aci următoarea regulă: Pentru, echilibrul unui poligon 
Jumnicular, este necesar și suficient, са: 
1? poligonul lui Varignon să se închidă, 
20 direcțiile porfiunilor de fir AA, , А, А,, A;A; А, B 


să coincidá cu direcţiile vectoarelor MO, МО 
M,0, MO. 


In asemenea condiţii, valorile tensiunilor intermediare 
T; si; Ta sunt egale cu lungimile diagonalelor: M, O şi M 20. 


, 


2. Cazuri particulare. Dacă forțele Р, F, F, F, Q 
sunt toate paralele unui același plan, poligonul lui Varignon 


M 2 este o figurá planá зі poligonul funieular 
va forma si el.ín consecință, o figură К 
М, tot planá. 


Dacă forţele intermediare F, , F,, Е; 
sunt paralele unele cu altele, poligonul 
lui Varignon se redace la un triunghiu; 


"el formează deci o figură plană, ori care 

ar fi direcţiile forţelor P şi Q dela extre- 
mitățile firului. Poligonul fanicular va fi si el tot plan şi anume 
eoprins într'un plan paralel cu acele al triunghiului. 


Fig. 124 
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Ш, CURBĂ FUNICULARĂ. 


4. Definiţie şi condiţii de echilibru. Să considerăm un fir 
flexibil si inextensibil, cu extremităţile A si B fixate, sau su- 
puse forţelor P şi Q, fiecare element MM' al firului fiind ac- 
fionat de forţe infinit de mici care vom presupune că au о re- 
zultantă unică Fds, de ordinul elementului MM', aplicată 
într'un oare саге punct al acestui ; 
element. Dacă firul este în echilibru, 
forma pe care o prezintă este zisă 
curbă funiculará. 

Să presupunem echilibrul ca, 
existând. Dacă atunci, tăiem firul în 
M şi suprimám porțiunea MB, va Fig. 125 
trebui pentru menţinerea echilibrului, 
să aplicăm în M, în sensul ultimului element al curbei AM, 
adică tangenţial curbei, o forţă convenabilă T. Invers, dacă 
tăind firul in M suprimăm porţiunea MA, va trebui, în vir- 
tutea principiului acţiunii şi reacţiunii, să aplicăm în M , pentru 


T menţinerea echilibrului, o forță — Т, egală 
şi direct opusă lui T. Aceste două forţe iau 
£ ' numele de tensiuni în punctul М. 


ы Fig. 126 Să considerăm aenm un element de arc 
o MM' şi să tăem firul atât în M cât si în 
M'. Pentru menținerea echilibrului, va trebui să aplicăm în M 
o forță — T şi în M’ o forță Т, 
amândouă tangente firului. Fie К. 
punctul de aplicaţie al forţei Fds, , 
zisă forță motrice. Putem asimila 
figura arcului elementar МКМ’ 
cu aceea a unui poligon funicular 
cu 2 laturi MK şi KM’. Condiția: ZA echilibru va fi. ca ten- 
siunea T să fie rezultanta forței Fds și a tensiunei T’. Să ex- 
primăm aceasta în mod analitic, față de un sistem de axe cor- 
donate dreptunghiulare. 
Fie: a lungimea firului socotită pozitiv cu începere dela 


Fig. 127 


z 222 юк а А 
DUE EET ЕР 
а LA x 
n PCIE Б 
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punctul А; c, у, 2 cordonatele punctului M; X, Y, Z ргоес- 
ile pe axe ale forţei F, care este forța motrice raportată la 
unitatea, de lungime; а, B, y cosinusurile directoare ale ten- 
siunei T şi a, &", y! cosinusurile. directoare ale tensiunei T. 
Potrivit condiţiei de echilibru, avem în proecţie pe axul Oz: 
а Ta = То! + X ds 
de unde ү E е 
(Ta — То) + X ds = o. 

Insă То! — То este diferenţiala lui To, iar o este egal cu 
de deci 
: m dz ET. т 
d (т) + Xds— o 
şi, în mod analog, А 


ў 10591 dy 
w d (т) а-о 
RESE dz 
| а. (T$) - Zds — o. 
Avestea sunt ecuaţiile de echilibru, pe care le mai „putem 
serie, efectuând diferenţierea, şi suprimână factorul ds, 


ат da dèx 
doh tT at X= o 


“AT dy 


Á diy d 
(3)? лз т + Diga Y коо 

| 14 

ат ‚4% d?z i 


rds Tjw үа, c C. 


In cazul cel mai general, forța F depinde de poziţia în 
spaţiu a punctului M, de poziţia punctului M ре fir, adică de 
8, şi de orientarea în spaţiu а elementului MM! ; componentele 
оя sunt е general funcţii de v, y, z; з; $3 , 
dr - Al&turánd. sistemului de ecuaţii (2), relaţia 


On Сау СВУ (D a 


b rir ЭКЕА, 
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avem în total 4 ecuaţii diferenţiale de. primul ordin în raport 
de T si de al doilea ordin în raport de z, у, 2, care ne vor 
da pe ш, y, z, si T în funcţie de s şi de 6 constante ar- 
bitrare. 

Dacă, spre exemplu, extremităţile A si B ale firului sunt 
fixe, cele 6 constante se determină scriind cá pentru 8 — o şi 
з = 1 (l fiind lungimea, firului) cordonatele 2, у, z devin res- 
pectiv identice cu cordonatele punctelor A si B. 


2. Cazul când forța F admite o funcție. Adunând ecuaţiile 
(2) înmulţite respectiv cu de, ex Li şi ţinând socoteală, de 
relaţia (3) si de cea următoare: А 


de d o dy dy dz dis 
.ds ' а Tode d + ds ` а, 
(117 фп 


ai АШИ сй oo „ol fac 
e obţine egalitatea ^ 
ат 
T" tX. 
adicá ! - THERE SID Petri ass 
(4) aT + Xde +Y dy + Ždz=0. . 1 


Dacă X, Y, Z sunt derivatele. parțiale ale , unei: funcții 
de cordonate, /(ш, у, 2), egalitatea (4) devine 


4q пт "ат + df= o` À 
у 1 015 


$i integrând, / LES 


MEO £4501t05 өч 1% EDN и 
Tt fy, 2) = Т, + /@,, 2 У 
ж, Yo, Zo şi T, fiind valoriile lui v, y, z şi T întrun punet 
determinat. Se vede, că in cazul considerat, T nu depinde decát 
de f(z, y, 2). Inlocuind pe T prin expresiunea sa їп écuafiile 
(2), două oare care dintre aceste ecuaţii, împreună . cu relaţia 
(8), ne vor face cunoscută figura: firului mii 


m... 


//^.8. Consecințele ecuaţiilor de echilibru. Fie: о, B, y così- 
nusurile directoare ale tangentei din МЇ la fir; Z, m, n cosinu- 


: S - a ae 
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surile directoare ale normalei principale şi R raza de curbură 
în М, — Se ştie că avem : 


da i dy dz.: 
G s' ds? T ds 
а? dy А ` dez 
l=R. ds m=R + dg? «®=Ё. уз. 


‘Ecuațiile (2) se pot deci serie 


d ot o Xo 


= R 
T 3 
[4 ат tm tY = 0 
ат т RRA TY 
ELE CEE 
Aceste egalități exprimă că forța motrice F, luată їп 
sens contrariu, este rezultanta : 


a ат, V x 
1° a unei forte а; îndreptată pe tangentă, 


20 a unei forte l îndreptată pe raza de curbură. - 

De aci următoarele donă consecințe: 

19) forţa motrice este, în fiecare punct, situată în planul 

"oseulator al firului; } 
2) dacă însemnăm prin F, şi 

F, proecţiile forţei Е pe tangentă 

şi pe normala principală, avem 


ат 

ibus n 
EF, ете 
5 Fig. 128 Кос F 


4. Echilibrul unui fir; întins-pe o suprafață. Când un fir 
întins pe o suprafaţă prin efectul celor două forte dela extremi- 
tăţile sale, se găsește, în echilibru, forța: F face echilibru aofiu- 
nei normale a suprafeţii. Componenta tangentialà F} este deci 


| 
| 
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nulă şi prin urmare т = o adică Т = const. Aşa dar, 


tensiunea este aceiași pe toată lungimea firului’). 

Pe de altă parte, cum direcţia forţei F este și normală 
suprafeţii si conținută în planul osculator al firului, rezultă că 
planul osculator al curbei formată de fir este în fiecare punct 
normal suprafeţii. Această curbă este deci о linie geodezică, а, 
suprafetii, adică o linie de lungime minimă. 


Insfârşit, relația Е, = — i › în care T este o constantă, 


arată că presiunea suprafeții asupra firului este în fiecare 
punct invers proporțională cu raza de curbură. 


5. Aplicatiuni. 10) Lănţișorul. Se numește lănţişor figura. 
de echilibru a unui fir care, a- у : vi 
vând extremităţile sale fixate, nu 
este supus decât aeţiunei greutăţii. 
Toate forțele fiind paralele, curba 
firului va fi coprinsă în planul 
vertical care trece prin cele două 
puncte fixe A şi B. Să luüm în 
acest plan două axe dreptunghiu- TED). e 
lare, axul Oy fiind vertical şi în- SEP bri 
dreptat in sus. ET 

Presupunând firul omogen, să - însemnăm prin f greutatea. 


sa pe unitatea, de lungime; forța motrice va fi deci fds şi vom 
avea 


X-—o, Y--—J. 
Aplicația ecuaţiilor (1) ne dă 
pers dz Н dy E £A 
a(T-)-o, 4(т-4) уа 
Оттек. : 
şi integrán A 


; Т. 6, 0. т "ы cfe cd. 


1) Forţele care lucrează la extremităţile firului sunt deci egale, căci . 
ele reprezintă tensiunile limite. р 


24468 — 13 


eee M DE rea A Sase мете E M. 
TS Tur MEE E UE I SEE 
m e Р 
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de unde 
dy fs 
rj m 


Prima dintre aceste: relaţii arată că componenta orizontală 
a tenăiunei este aceiași în toate punctele. Relaţia a treia ne 
permite de a determina forma curbei. Deducem din ea, prin 
derivare, 

ў ау di f 


dec a С 
adică f 
` ody c f Мат +d _ AV 
dai 7c dz н 


sau încă 
Ф — L. yit " crai ra 
Separând variabilele şi integrând, obţinem 
Log (>. + / Irp)- Lara, 
1 fs 


3 sls fir să 
de unde р+У1+р: = е © 
Rezolvind apoi în raport de p si înlocuind pe р prin A > 
găsim vr тү boa 
а)' єз TN dy Еч [ue bere ue que — A 49m 
şi printr'o nouă e 
fe D i i fa^ mns 
~ ta —— — 0 
(2) aS +e € solls 
Aceasta, este ecuaţia анаа. Relația de la care am 
plecat, ne dă, înlocuind în ea pe 4 y; Prin expresia (1): 
S Н c [Ee : 1390] ce! 
u seb jg = 3f e o — e ФБ Fanin едк 


зү, 
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Cele 4 constante с, с, а, c, se determină exprimând ей; 
pentru з = o și s = l, eordonatele a şi у ale curbei devin 
identice cu cordonatele EES date A şi B. 

Ecuația (2) а lănțişorului ia o formă mult mai simplă” 
dacă mutăm axele paralel: cu elé însăși, întrun anumit punct 
O', situat pe verticala punctului - celui mai de jos, О, al curbei. 


Pentru . punctul C.avem £ = o şi:prin urmare, potrivit 
ecuaţiei (1): . $ { E Ы ©. 
Dagos- Come 
с ta= REC de-unde 2 = -+ f 
Să considerăm punctul O de cordonate т =—% şi 


"ТЛ 


Yı 5 в. "Mutánd axele paralel cu ele însăşi în acest punct, ecuaţia, 
lănţişorului va deveni, înlocuind în e pe y, Pih. y. +, с şi 


Lo 08 ; 
pe & prin a —' -7> : ] orem additus curs 
fa! a E]. Јачи 
Геор — — 
olv ' TIA DN с хө Fey 
у = 55 Le -- e 
E pd ST ETP MS 


А үе д. YE А с ии «ТУ? 
sau, încă mai simplu, îisemnând raportul T prih ai 7 n 
Q^ WU 


2 a! i 
pat [ea е a|: н 


Lănţișorul este, după eum se vede, . o curbă simetrică în 
raport de verticala, punctului О. ; 

2°) Cablul podurilor suspendate. Sá ne propunem de, a 
determina figura de echilibru a unui fir, care are extremităţile 
sala fixate şi este supus la forțe elementare verticale, propor- 
fionale cu proecţiile orizontale ale ао deia аге, 

Asa dar p ES Е RIO RUD f 
UX S о, Yds =+ - Каю, 


, Cu: asemeneg ‘date, Conn de echilibra; derin: 


ано ТО 
E (т, ш). =n d (nu) =, kde, ЕТ 
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şi deducem prin integraţiune, | 


м7) vd: - P 
T =.0, TOP ke t od. | 
deci. Ken о; 
DE" 4-. s 


€ si с fiind două constante arbitrare. 
: Prima ecuaţie exprimă cá si în cazul de faţă, componenta 

orizontală, a tensiunei este constantă. 

Integránd pe cea din urmă și luând ca origină pe unul din 
punctele fixe, vom avea, 

y = + а + da. 

Figura de echilibru este deci о parabolă, al căreia ax este 
vertical. ы : 3 
' — Constantele c şi с se determină exprimând că curba trece 
prin celălalt punct fix: şi că lungimea, ei are o valoare deter-, 
minată, | 

Acest caz este acela al cablurilor care susțin podurile 
zise suspendate, când se consideră ca infinit apropiate unele de 


altele barele verticale ce susțin tablierul podului şi când se 
neglijază greutatea, cablului. 


` barele: 


Fig. 130 


In realitate, în podurile suspendate, forțele nu sunt re- 
partizate cu continuitate pe toată întinderea cablului ci sunt 
aplicate întrun număr finit de puncte, ale cărora proecţii ori- 
zontale sunt echidistante. Avem atunci un poligon funicular şi 
se demonstrează că vârfurile acestui poligon se bucură de 
proprietatea remarcabilă de а fi situate pe o aceiași parabolă. 


IV. ECHILIBRUL SISTEMELOR MATERIALE. 


I. CONDIŢII DE ECHILIBRU PRIN CONSIDERATIA 
TRAVALIULUI VIRTUAL. 


1. Definiţie. Se numeşte sistem material un ansamblu de 
puncte materiale. Potrivit principiilor Dinamicei, două puncte 
oarecare ale sistemului exercită unul asupra celuilalt acţiuni 
egale şi direct opuse, zise forţe interioare, spre deosebire de 
forţele vise exterioare care emană dela alte sisteme materiale. 

A B 
Fig. 181 


Forţele interioare sunt deci egale două câte două. Vece- 
torul lor rezultant, ca şi momentul lor în raport de un punct, 
sunt în consecinţă nuli. 

Travaliul lor nu este însă nul decât în cazul particular 
când distanţele dintre puncte rămân invariabile. Fie în adevăr 
А! si B' poziţiile pe care le iau 2 


punete А si B, dupá un timp infinit Ade 
de mie, sub efectul forţelor interioare 1 
$i exterioare care lucrează în A gi B. f di 


ч а bet АС Bf 
SÉ caleulăm pentru deplasările AA! si 
: he Fig. 132 
BB! trávaliul datorit forţelor interioare. 
Avem 


dă = —f.Aa+ f. Bb = f (Bb — Aa). 
Insă ER Oraa pacea 
Bb — Aa = (Bb + аВ)'— (Aa + dB) = ab — AB 
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deci 
dt = f (ab — АВ). 


Pe de altă parte însă, ab fiind egal сп A'B'cosa зі сова 
diferind de unitate printr'un infinit mio де ordinul al doilea, 
avem, păstrând numai infiniţii mici de ordinul 1“; ab = A'B! — 
AB + dr, însemnând prin dr creșterea, elementară a lungimei 
AB. Aşa dar f 

soz dă —fdr. 


Se vede astfel că travaliul celor două forţe interioare nu 
este nul decât dacă avem dr = о, adică r = AB = const. 

Forţele interioare și exterioare care lucrează asupra unui 
punct, dau împreună, o. rezultantă F, zisă forță direct aplicată. 


; 2. Sistem material liber. Când punctele sistemului пй sunt 
supuse la: niei un fel de obligaţiuni, sistemul este zis liber. 
“Condiţia, necesară, şi suficientă” péntru echilibru este atunci cà 
fiecare punct în parte să fie în echilibru, deci ca fiecare forţă 
direct aplicată să fie nulă, 

Mai putem zice, că pentru echilibru, este necesar 91 su- 
ficient ca travaliurile forțelor direct aplicate să dea o sumă nulă 
pentru orice deplasare virtuală a punctelor: A 


jut ‹ D А Aii * 
qM us ,9 5, — È F ôs cos (F , ôs). = о... " vii 


21274 
In adevăr, dacă există echilibru, avem Е —'o' péntru fie- 
'care din puncte: si prin urmare 88 — o, iar dacă avem 86 — о , 
ari icare ar fi diferiţii 9s şi deci diferitii' 0з cos (Е, дв); trăbue 
ca, fiecare dintre forțele F să fie nulă. HS 2) 
Pentru ori-ce sistem de deplasări ‘imaginate, /aplicátia 
ecuaţiei (1) ne dă o condiție necesară ;de echilibru. S&''eónsi- 
derám în particular deplasările iacelea care păstrează invariabi- 
litatea distanțelor dintre puħcte, 'Sistemul este:atunei un solid 
invariabil si aplicaţia ecuaţiei -(1) nu пе poate” conduce decât, 
la cele 6 ecuaţii de echilibru cunoscute 1). Aceasta, rezultă de 
altfel în mod direct din faptul că dacă un sistem material este 


1) Vom: stabili aceasta la capitolul următor. - 


TIT ap "tg ЕЕ ШЕ 


зуд... 
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în echilibru, nimic nu ne împiedecă de a-l considera ea fiind 
şi solidificat în poziţia lui de echilibru. In cele 6 ecuaţii de 
echilibra, nu vor figura însă forțele interioare, căci atât pro- 
ecţiile lor pe 3 axe cât si momentele lor în raport de un punct 
sunt nule. De aci următoarea teoremă: 


Teoremă. Pentru ca un sistem de puncte materiale să fie în 
echilibru, este necesar ca forţele exterioare care lucrează asupra 
punctelor sistemului, să verifice cele 6 ecuaţii de echilibru ale 


solidelor invariabile. 


3. Sisteme. materiale cu legături. Se numesc astfel siste- 
nele în care unele dintre puncte pot fi supuse la obligatiunea 
de a rămâne fixe, altele la obligatiunea de a păstra între ele 
o distanţă invariabilă, altele la condiţia de a rămâne pe anu- 
mite curbe sau anumite suprafeţe, și în sfârşit altele, formând 
solide invatiabile, care să fie obligate de a rămâne în contact, 
toate aceste categorii de obligaţii putând a fi şi combinate în- 
tre ele. Exemplu: două puncte materiale obligate de a păstra 
ii între ele o distanţă invariabilă şi obligate de а rămâne unul pe 
„o curbă şi altul pe o suprafaţă determinate. i 

Diversele obligaţii impuse punctelor pot fi înlocuite prin 
forţe de direcţii şi intensitáti convenabile. 

Astfel, obligaţia de fixitate a unui punct poate fi înlocuită 
printr'o forță aplicată punctului care să echilibreze ‘pe toate 
forțele ce lucrează asupra lui. 

Dacă două puncte A și B sunt 
obligate de a păstra între ele o dis- 
{ап{ё invariabilă, putem realiza această, 
condiţie aplicând in A si B două forte p 
egale si direct opuse F, F' de inten-  - Fig. 138 
sitate convenabilă şi îndreptate după 2 
cum arată figura sau în sens contrariu!). 


[| 


P 


1) Putem în adevăr a`ne imagina . că% între. punctele A şi B,am in- 
teroalat o linie materială rigidă AB, саге împiedecă punctele de a se apro- 
pia sau a se depărta unul de altul. Forțele Е şi F/ vor reprezenta atunci 


acţiunile liniei AB asupra celor 2 puncte. 
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Dacă un punct esto obligat de a rămâne pe о curbă sau 
pe 0 suprafaţă, știm că, putem înlocui această, condiţie prin in- 
troducerea unei forţe: normală, suprafeţii sau curbei, care repre- 
zintă acţiunea curbei sau suprafeţii asupra punctului, 

Dacă două solide, cum spre exem- 
plu, două bare АВ #1 BC sunt obligate 
de a rămâne în contact їп punctul B, 
aceasta revine a zice ой ele gunt arti- 
culate în punctul B şi articulaţia revine, 
A după cum s'a mai spus, la două forţe 


Fig. 134 T.si T', egale şi direct opuse, aplicate . 


= celor 2 bare la extremităţile lor din B. 
Dacă, insfárgit, două solide S și S sunt în contact tan- 
genţial unul cu altul, acest contact poate fi menţinut prin in- 
troducerea a două forte N şi N' normale planului tangent comun, 
egale si direct opuse, aplicate- în punctul de con- 
tact, si lucrând, una asupra unuia dintre solide, iar 


' 


cealaltă asupra, celuilalt solid. 5' 

Toate aceste forte, prin care- se pot înlocui S 
obligaţiile impuse punctelor, sunt zise forţe de N 
legătură. — . Fig. 185 


Deplasári compatibile cu legáturile. Se nu- 
mese astfel, deplasările elementare foare: ţin seama de obliga- 
fiunile impuse punctelor. Astfel, deplasarea compatibilă cu le- 
gătura, a unui punct M obligat де а rămâne pe-o suprafaţă S, 
este deplasarea elementară a lui M . în planul tangent supra- 
feţii în punctul considerat. : 

Interesul cel mare pe care-l prezintă deplasările compa- 
tibile cu legăturile, este, că în aceste deplasări, travaliul for- 
telor de legătură, este nul. 

In adevăr: zi 

a) Dacă un punct este fix, travaliul forței de legătură 
aplicată în acel punct este evident nul. 
b) Dacă două puncte А si B trebue să rămână la o dis- 


tanţă invariabilă unul de altul, travaliul celor două forte de 
legătură într'o deplasare elementară compatibilă ou legătura, 
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adică intr'o deplasare în care lungimea AB rămâne constantă, 
este nul, potrivit formulei d © = fdr în care т = A B = const. 

c) Ştim de asemenea că în deplasarea elementară a unui 
punct pe о curbă sau pe o suprafață, travaliul acţiunii. curbei 
sau suprafetii asupra punctului este tot nul. 


d) Dacă dovă solide, cum spre exemplu două bare AB şi 
BC sunt articulate în B, travaliul forţelor de legătură T şi "T 
amândouă aplicate la extremităţile barelor din punctul В, este 
nul, în orice deplasare in care В rămâne punet de contact, 
forţele T si T' fiind egale şi direct opuse. 

е) Să considerăm însfârşit cazul când două solide invaria- 
bile S şi S' sunt obligate de a rămâne în contact tangential unul 
cu altul. Fie A, punctul de contact actual, N şi N! reacţiunile 
normale egale şi direct opuse ale soli- 
delor, A, si A, poziţiile ce ocupă 
punctul A după o deplasare elementară 
când solidele vin în S, si S', şi se 
ating atunei în punctul B. Neglijând 
infiniţii mici de ordinul al II-lea, punc- 
tele A, si A', pot fi considerate ca 
fiind situate amândouă în planul tan- 
gent din B. Ori, pe de altă parte, cele А 
două planuri tangente din А și din B fac între ele un unghiu 
infinit de mie, aşa cá, în definitiv, punctele A, si A', pot fi 
considerate са situate-amándouá în planul tangent din A: Insă 
în asemenea condiţie,. proecţiile deplasărilor AA, зі AA”, pe 
direcţia comună a forţelor N si N' este fiecare nulă. şi prin 
urmare travaliul acestor forte este şi el nul !). 

Condiţii de echilibru. Dacă înlocuim obligaţiile . prin forte 
putem zice, ca şi pentru sistemele materiale libere, că óonditia 
necesară şi suficientă pentru echilibru, este ca suma travaliurilor 
tuturor forţelor care lucrează asupra sistemului să fie nulă, 
pentru ori ce deplasare virtuală a punctelor sale. Sub această 2 


Fig. 136 


1) Când se evaluează travallul elementar, so urmăreşte deplasarea ele- 
mentară, a punctului material de aplicaţie al fortel, iar nu a punctului 1960- 
metric dare devine suocesiv punct de aplicaţie, ] 
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formă, teorema travaliului virtual nu ne-ar fi însă de nici un 
folos, căci nu se cunose valorile forțelor de legătură. Teorema 
care elimină forțele de legătură şi ne dă condiţia de echilibru 
este cea următoare: У 


Teoremá. Condiţia necesară și suficientă pentru echilibrul 
unui sistem material cu legături, este ca suma travaliurilor forjelor- 
direct aplicate, în deplasările virtuale ale sistemului, compatibile cu 
legăturile, să fie nulă, adică 


(2) 86 = XFs соз (Е, дз) = о 


in-eare F reprezintă numai. forțe direct aplicate şi дв depla- 
sările virtuale compatibile cu legăturile. 

Necesar. In adevăr, fie, ©, Q', ete., forţele de legătură 
care împreună cu forța F, lucrează asupra unui punet. 3 

Dacă există echilibro, suma travaliurilor tuturor grupurilor 
de forţe F, Q, Q' etc., care lucrează asupra punetelor, este nulă 
în ori şi ce deplasare şi prin urmare si în deplasările virtuale 
compatibile оп legăturile. Insă 'în acestea din urmă, travaliul 
fiecăreia, dintre forţele Q, Q’, ete., este nul. Aga dar egalitatea 
(2) are loc. i ia e 

Suficient. Să presupunem ей egalitatea (2) are loc. Dack, 
în asemenea, condiţie, sistemul, presupus în stare inițială de 
repaus, nu rămâne în echilibru, el se va pune în mişcare -sub 
acţiunea forțelor ce lucrează asupra punctelor sale. Fie, ca mai 
sus, F; Q, ©)! ete. forţele care lucrează asupra unuia din puncte 
$i w acceleraţia pe саге о dă punctului rezultanta lor. Cum 
viteza, inițială este, nulă, w este accelerație tangenţială. Punctul 
se va mişca potrivit legăturilor, în direcția lui w. Pentru a îm- 
piedeca mişcarea, va fi suficient să aplicăm punctului o forţă 
— mw, 

Sistemul fiind atunci în echilibru, să-i dăm o deplasare 
virtuală compatibilă, cu legăturile. In această deplasare, suma 
travaliurilor tuturor grupurilor de forțe F, Q, Q', ete. şi — mw, 
care lucrează, asupra punctelor sistemului, este, nulă. Insă depla- 
sarea fiind compatibili „eu legăturile, .travaliul fiecăreia dintre 

forțele Q, Q', ete. este nul si pe de altă parte şi travaliul for- 
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telor Е este.nul, potrivit ipotezei inițiale (egalitatea (2). (Re- 
zultá deci că travaliul forțelor — mw este. nul, adică 
У (— mws) = o. Cum fiecare termen din X este о cantitate 
negativă, suma lor nu poate fi nulă decât .dacă fiecare w în 
parte este nul, ceea ce conduce la egalitatea v = o ‚ей w 
fiind acceleraţie tangenţială, dacă w = о avem.v = const. 
adică v = o са la începutul mişcării. Deci punctele nu se 
mişcă din loc şi sistemul este prin urmare în echilibru. 


Aplicații. 1). Să reluám problema cu bara AB ари} {ре 
două planuri inelinate (pag. 178). 

Migearea elementará a barei 
AB, compatibilă cu legăturile, este 
o rotaţiune în jurul centrului instan- 
taneu C. In această rotatiune, punctul 
D de la mijlocul barei deserie un 
element DD' perpendicular pe raza 
CD. Condiţia necesară şi suficientă 
pentru echilibru find са travaliul 
forței P în deplasarea DD! să fie nul’), avem 


Р. DD! cos (Р, рр) = o 
de unde 
cos (P, DD) —.0 
deci elementul 'DD' trebue să fie perpendicular pe direcţia; for- 
fei P şi în consecinţă dreapta OD să aibe aceiași direcţie ca 
forța. “Presupunând aceasta realizat, se obţine, ca la .pag. 179: 
` sin (а — a) 
(aM 2 sina . sina 
Acest exemplu ne arată că teorema travaliului virtual, 
sub forma ei geometrică, nu ne dá decât condiţia de echilibru. 
Acţiunile din punctele A și B ale planurilor înclinate asupra 
'barei, зе vor determina prin considerații le ‘obişnuite asupra 


1) Forțele interioare dau un travaliu nul, bara fiind un solid de formă 
invariabilă. 
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echilibrului sistemelor invariabile, deseompunándu-se forţa P, 

strămutată în C, în două componente pe direcţiile CA şi CB. 

Acţiunile N si N' vor fi egale şi direct opuse acestor componente. 
2). Să reluăm şi problema dela, pag. 184 cu echilibrul celor 

două, bare articulate. i 
Avem, după cum s'a mai spus: 


“Fig. 188 


AB = a, BC = b, h = a eos0 + b созф. 


Trebue să exprimăm că travaliul forțelor P, Q şi F în 
deplasările virtuale, compatibile cu legăturile, ale punetelor de 
aplicaţie. М, N si C ale acestor forțe; este nul. 

„+ Ori, deplasarea MM! este perpendiculară pe AM şi egală 
cu ES $0. Deplasarea NN! este perpendiculară pe IN, punctul 
I fiind centrul instantaneu de rotaţie al dreptei ВО!), si are 
ca expresie IN. ò (m = Э variaţia de direcţie a dreptei 
BO fiind egală cu variaţia de direcție a perpendicularei IH 
dusă din I pe această dreaptă. Insfárgit, deplasarea virtuală, 


CC' este evident egală cu 2(a sin + b sin) adică cu 
a cos0 80 + b cos oq. 


1) Oinematica, pag. 102. 


— 205 — 


In hune condiţia de с 
^ 


Р, 2520 „cos (МР, ММ?) — Q. IN ар, cos L% NN) + 
`F. (a cos 880 + b cospâp) = 
7 Insă, după cum se vede pe figură, Е 
Г cos (MP., MM?) = — sin 0, -eos (NQ, NN) — — sina 


iar pe de altá parte, din triunghiul ION avem 


IN sina — ES sin Ф 


cd “incât condiția de echilibru devine... 


en «i 


-P ET sin 0 50 a Q - sin p 8р + F (a cos Й 80+ b cos p 2) о 

sau оз 

(1) a QPeos 8 — Paint) +209 sii p F Рон TE 
ду Intre 86 şi 00 avem de altfel relaţia 
(2) a sin 80 + o sing др = 


care se obține diferenţiând pe В = a cos n b. соз "Om E 
Eliminând pe 30 şi др între (1) si (2) găsim 


(Р + Q) sin6. sing = 2 F sin(p — 0) 
rezultat eunoseut, 


П. ECUAȚII DE ECHILIBRU. 


1.. Generalităţi. In mod analitic, legăturile se exprimă prin 
relatiuni între ;cordonatele. punetelor sistemului. 

wv Fie n numărul de puncte. Sistemul va fi supus Ja legături 
Ж dacă între. cele Bn cordonate există, k ecuațiuni : 


cog (bcc xc vf = o. 
Numărul Ё este totdeauna mai mie decât 3n, căci altfel 
cele 3n cordonate ar fi fixe. 
` Să punem Зл — k= г. Numărul r măsoară gradul de 
libertate pe care legăturile îl lasă . sistemului. Sistemul. este 
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complect liber când -r este egal еп 3n; el este complect fix 
când r este egal cu zero. Dacă r este egal cu 1, adică dacă 
există 3 n — l'ecuafii ае legătură, se zice că sistemul este cu 
legături complecte. In acest сат, cele.3 cordonate se exprimă 
în funcţie de un singur parametru; toate punctele sunt deci obli- 
gate de a se mişca pe curbe determinate şi mişcarea unuia 
'singur dintre ele determină mişcările tuturor celorlalte. Astfel 


este cazul maşinilor zise simple, ea: párghia, seripetele, vár-, 


tejul, ete. 


2. Ecuatii de echilibru. Fie n numărul de puncte а] sistemu- 
lui; c, y, г cordonatele unuia oarecare dintre punete; X, Y, Z 


componentele pe trei axe dreptunghiulare a rezultantei fortelor 


ce sunt direct aplicate punetului considerat şi 
(DNE = о, = о, ..., 6 = о 
cele k ecuaţii de legătură 2): А 
Condiţia necesară şi suficientă” pentru echilibru este, po- 
trivit capitolului precedent, sh у 
`- (2) X (X ôx + Үёу+ 282) — o 


variafiile cordonatelor trebuind să satisfacă celor: k- ecuaţii: 
„(ao + ay + О 


O E(t нн а) 507 


П 


; ofe a 0f dfe, j- 
Nar X de oy ду + oz da )—o0. "3 1 


Putem trage din cele“ k eeuüjii (3) valorile &^k variaţii! 
în “funcție? de celelalte 3 — k şi 'substituind acele valori їп 
ecuația (2) această nu va mai confilié decât Зп — Е variații, 
care vor trebui privite ca arbitrare, аза. că. coeficienţii lor vor 
trebui fiecare în parte egalați cu zero. , : 


„1) De fapt, legăturile nu pot uneori să fie exprimate prin ecuaţii, ci 
prin inegalităţi: Exemplu: obligátia unui punct de a rămâne în interiorul unel 


suprafeţe tüchise, Nol-voin-éxoepte însă asemenea; cazutl, `› 
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Egalánd eu zero acei coeficienţi, obţinem 3 n — k ecuaţii, 
care alăturate celor k ecuaţii de legătură (1), determină, valorile 


celor 3n cordonate ale punctelor care “corespund poziţiei де 
echilibru. 


Metoda multiplicatorilor. :Caleulele sunt mult mai sime- 
trice prin utilizarea următoarei metode, datorită lui Lagrange. 

Să adunăm ecuaţia (2) cu ecuaţiile (3) inmultite respectiv 
cu factorii M, À,,..., Me; obținem ` 


у(х +a aM +...+м + 


д д д 
Z(Y +A; ЭА... dfe) ay + 


X(z4 ъл B +... ы, А) вао, 
Această ecuaţie trebue sí aibe loe pentru toate depla- : 
sárile compatibile eu legăturile. Ori, putem profita de nedeter- 
minarea factorilor A pentru a anula k din cele 3n variaţii care 
intră în această ecuaţie. Rămân atunci 3n — k variaţii gi a- 
ceste variaţii fiind arbitrare, coeficienţii lor trebue să fie nuli. 
In definitiv, suntem astfel conduşi de a anula pe toţi cei 
3n coeficienţi ai ecuaţiei precedente gi obţinem prin aceasta un 
sistem de: Зп ecuaţii, dintre care trei, raportându-se la unul 
oarecare dintre punctele sistemului, au forma următoare : 


KE A рм р... ao 


аА ie A to 


ду ду ду 
1 д ч д дрк 
2 + A, A + A, JP Te № 9 = о. 
Cele 8% ecuaţii împreună eu cele Ё ecuaţii de legătură, 
(5) Л=о, Љ=0, ..., feo 


formeazá un sistem de 3n + k'eeuatii la care trebue, să satis- 
facă cele Зп + k necunoscute, constituite de cele Зп cordonate 
şi icei Æ multiplieatori A. : ў 
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Caloulul forțelor de legătură, Metoda precedentă ne dă gi 
forţele de legătură. In adevăr, ecuaţiile (4) sunt acelea ale e- 
chilibrului unui punct liber care ar fi solicitat pe de o parte 
de forţa direct aplicată de componente X, Y, Z iar pe de 
altă parte de o forţă având drept componente 

XII MC! 


(6) ҮР ДҮ ЧУЕН abc УР}? 


ду 2 ду 
Z =n + “Үү л... ME. 


Expresiunile acestea sunt deci acelea, ale forfei totale de 
legătură care lucrează asupra punctului, de cordonate æ, у, 2. 
Termenii i ) 

», 20 


д д 
Y „Эй, 4 T 1795 


reprezintă! componentele forței de legătură care lucrează asupra 
. punetülüi considerat, in virtutea legăturei f, = o și de aseme- 
nea pentrü termenii următori. 
`8. Notă, Fie ca mai sus kr = 3n. Putem s& alăturăm 
celor k ecuaţii de legătură A US 
САМОС; Љ=о, ..., fo 
un sistem de r alte ecuaţii, absolut arbitrare, între cordonatele 
punctelor, yo К 
Eg, Е, = Ф, tti Е, = gr 
și să rezolvám apoi toate aceste ecuaţii, în număr de k-Hr = 8n, 
în raport eu cele 3n. cordonate ale punctelor, Vom obţine atunci 
expresiuni de forma, 
v = 9(05 Ф ..., qr) 
(7) ; y = 6n. Qs бөө qr) 
: i d Ais da +++ dr)- ! 
Dánd eélor r parametri gi, g,,...., qr oregteri absolut 


1 
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oarecare, creşterile care vor rezulta, pentru cordonatele ж, у, z 


vor corespunde totdeauna unei deplasări compatibilă cu legătu- 
rile, şi vom avea, E 


сэры ысы n де б 


да, да, dar 
295 д д s 
ду = дп; 9g, + да, 8g, T... c qr 9g. 3 
Nod! op | дф 
02 = да; бау + 24: дф +... + dqr òqr . al 
Purtând aceste valori în ecuația iN 


У(Х òx + Y ду + 7 дг) = 0 
rezultatul se va prezenta sub forma 
Q 9g, + 9, 9g, +... + 9, $9, = о ; 
şi această ecuaţie urmând а fi satisfăcută ori care ar fi varia- 
tiile деу, 8ф,,..., 8g. , va trebui să avem, în acelaşi timp, 
Qi—o, Q,—0,..., Q =о. 
Aceste r ecuații vor determina valorile celor r parametri 
q care corespund poziției de echilibru. Ecuațiile (7) пе vor da 
apoi valorile respective ale cordonatelor z, у, 2. 


4. Aplicaţii, a). Echilibrul unui solid liber. Intr'un solid, legă- 
rile consistă în aceea că distanțele dintre puncte rămân inva- 
riabile. Deplasările compatibile cu legăturile sunt deci toate 
deplasările ce poate lua un solid invariabil. Ori şi care dintre 
aceste deplasări echivalează însă еп o translație identică сп 
aceia a unuia din punctele solidului, fie acesta O, si o rotație 
în jurul unui ax trecând prin punctul O, pe care íl vom lua 
ca origină a unui sistem de 3 axe cordonate dreptunghiulare. 
Translatia se poate descompune în 3-translații în lungul axelor 
cordonate gi rotația în 3 rotații în jurul aceloraşi axe. 

Fie да, 9b, дс cele З translații elementare gi 00, др, дф 
cele trei rotații unghiulare elementare în jurul axelor. 

Travaliul forţelor direct aplicate în deplasarea, considerată 
(cu eliminarea forţelor interioare al căror travaliu este nul din 
cauza invariabilităţii distanțelor dintre puncte) este egal cu suma 
travaliurilor din cele 6 deplasări componente. Ori, pentru unul 
oarecare dintre puncte, travaliul rezultantei forţelor direct apli- 


24468 — 14 
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` 


cate (X, Y, Z) este egal cu Хда în translaţia paralelă cu Ох, 
cu Y 3b în translatia paralelă cu Oy şi '"Z8c în translatia pa- 
ralelá са Oz. а a 
Știm pe de altă parte, că travaliul elementar al unei forţe 
Intr'o rotaţie este egal cu momentul forţei în raport eu axul de 
rotaţie multiplicat cu unghiul elementar de rotație 1). Deci, cele 
З rotații dau respectiv ca travaliuri: 
(yZ —2Y)80, (zX —a7)%p, (@Y — yX) 89. 
In consecință, condiţia necesară şi suficientă pentru echi- 
libru va fi 
E[X òa + Y 8b + Z ôc + (yZ — zY) 00 + 
(zX —22) 8p + (Y — yX) 99] = 0 
care se scrie, având în vedere. că translaţiile да, 8b, де şi ro- 
taţiile 20, dp, 8ф sunt aceleaşi pentru toate punctele, 
(8) - да XX -+ 86 Xy + 8 EZ 89У (yZ — сҮ): 
òp È (2X — xZ) + 89 X(zY — yX) о. 
' Această egalitate trebue să aibe loc ori care ar fi trans- 
lațiile gi rotafiile considerate. Trebue deci să avem 
ZX-—o, XY =0, XiZ-o; 
X(yZ—zY)—0; (2х 07) 0, 2 (Y —yX)—o. 
Regăsim astfel cele 6 condiții de echilibru cunoscute. ` 


b). Echilibrul unui solid care are un punct fix. Să luăm 
punctul fix ca origină a axelor dreptunghiulare. Translatiile 
fiind nule, nu ne rămân în ecuația (8) decât rotaţiile în jurul 
axelor. Anularea, lor ne dă ecuaţiile cunoscute 

У (02 — гҮ) —о, EX(zX—-2)—o, ®(тҮ—уХ)=о. 

i: =se). Echilibrul. unui solid care are două puncte fixe. Sin- 
gura deplasare compatibilă cu legăturile este o rotație în: jurul 
dreptei care uneşte cele două puncte. Luând această dreaptă 
ca ax Oz al unui sistem de axe dreptunghiulare, condiţia nece- 
sară gi suficientă pentru echilibru este, potrivit ecuaţiei (8): : 

òp E (xY —yX)=o: adică У (£Y —yX)=0 
rezultat cunoscut. › 5106 
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. ECHILIBRUL SOLIDELOR NATURALE. 


Solidele naturale nu sunt absolut rigide. Ele se deformeazá 
sub acţiunea forţelor la care sunt supuse, însă, în majoritatea, 
cazurilor, deformaţiunile sunt ca şi neglijabile şi atunci solidele 
naturale pot fi asimilate solidelor invariabile de care se ocupă 
Mecanica raţională. 

Ceeace nu se poate totuşi niciodată neglija, sunt reacţiu- 
nile particulare ce se produe în contactul solidelor naturale, u- 
nele cu altele. Studiul acestor reacțiuni conduce la noţiunile 
Jrecărei de alunecare şi rezistenței la rostogolire, de care ne 
vom ocupa în capitolul de față. 


1. PRECAREA DE ALUNECARE. 


1. Fie un corp greu, prezentând o față plană, aşezat pe 
о masă orizontală. Reacţiunea mesei asupra corpului este о forţă 
P', egală şi direct opusă greutăţii P a 
corpului, aplicată în centrul său de greu- 
tate G. Dacă n'ar fi vorba de solide na- 
turale, atunci o forță orizontală F oricât 
de mică, aplicată in 6, ar determina pu- 
nerea în mişcare a corpului, care ar fi o 
alunecare pe suprafaţa mesei. 

Experienţa arată însă, că corpul nu se 
pune în migeare decât atunci când inten- 
sitatea F atinge o anumită valoare. Să 
considerăm momentul particular când corpul este pe punctul de 
a eşi din starea de repaus. : : 
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In acest moment, există, echilibru între forţele P,F şi 
reacţiunea R/ a mesei asupra corpului. Această, reacțiune este 
deci egală, зі direct Opusă rezultantei R a celor două forte P 
şi F. Ea are o componentă orizontală F', egală si direct opusă 
forței F, datorită asperităţilor ре care le prezintă cele donă 
suprafeţe în contact şi care pătrunzând unele în altele se opun 

` migeürei de alunecare. 


Această componentă orizontală a lui R' se numeşte fre- 
care de alunecare. Unghiul “corespunzător Ф, ia numele de un- 
ghiu. de frecare. 

In mod mai general, să presupunem corpul solicitat de 
o forţă Q înclinată de un unghia 9. pe orizontală. Corpul nu 
va. tinde să. iasă din starea sa de repaus decât atunci când 
proecţia orizontală a forței Q!) va de- 
veni egală cu Е. Reacţiunea R’ a pla- 
nului va avea în acel moment o com- 
ponentă orizontală F', egală şi direct 
opusă lui F, si o componentă verticală 
N! egală сп P —Qsin6. Forţa М, e- 
gală si direct opusă lui N’, reprezintă 
în eazul de faţă presiunea normală a 
corpului asupra mesei. 

Experienţa a stabilit, că legile 

ШЧ după care variază frecarea de alune- 
care F, sunt următoarele: . & t 


a) Frecarea de alunecare este proporţională presiunei nor- 
male; з ДЕ ; 
b) Еа nu depinde de mărimea suprafețelor în contact; 
"^ e) Depinde însă de natura acestor suprafețe; . 

d) Este ceva mai mare la egirea din starea de repaus de- 
cât pe timpul mișcării efective; ‹ з 

е) Nu depinde de viteza mișcării, afară numai de cazul 
când viteza devine foarte mare; atunoi frecarea зе micşorează. 


1) Procoţie egală de altfel cu nocea a rezultantel R a forțelor P şi Q. 
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Potrivit acestor legi, avem egalitatea 
F-f.N x i 
factorul de proporfionalitate f depinzând de natura suprafeţelor 
în contact. Acest factor, zis coeficient de frecare, este de altfel 
egal cu tgp, de oare ce după cum arată figura avem 
F=Ntgo. 


Când suprafeţele în contact sunt destul de netede experi- 
enia dá pentru f următoarele valori mijlocii, în dreptul cărora, 
am însemnat si valorile: corespunzătoare ale unghiurilor o. 


__—————— —————————. 


Natura corpurilor Valori f | Valori e 
Lemn pe lemn uz ud JL-Ean7 1 
2 uns 0,20 11° 20! 
—————— i NN 
: Metal pe metal 2с 219 сЕ 
; ens uns 0,10 5° 40! 
————— иә |010 94 
С : / 
Lemn pe metal zi 0% 5050 
ип$ 0,12 6° 50! 


2. Aplicaţii, 1). Echilibrul unui punct pe un plan înclinat. Fie 
un corp greu natural, asimilat pentru simplicitate unui punct 
RN ` material M, aşezat pe un 
plan înclinat pe orizont de 
unghiul, æ şi supus unei forte 
Q, conținută în planul ver- 
tical al liniei de cea mai 
mare pantă care trece prin 
M, cu care linie forța Q 
face un unghiu 0. Se cer 
condițiile de echilibru. 
Fig. 141 ; Sunt două. limite de 
echilibru de considerat : 
1° Forja Q este pe punetul de a determina suirea рипо- 
tului М; ; ` 
2° Forţa ©). este pe punctul de a permite coborârea punc- 
tului M. f ` 
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Să luăm cazul întâi. Ruperea echilibrului va avea loe 
când proeefia pe direcţia OM a rezultantei R a forțelor P şi 
Q va atinge valoarea trecărei de alunecare F. Vom avea, atunci 

F—fN. 

On, i "ues : 

F-Qoeos0— Psina şi N= P cosa — Q sin 0 
deci j 
Q cos 0 — P sina = f (P созо — Q sin 6) 
de unde deducem | 

d Q sin « + f cos a 


; Р  cost+fsinð 
şi, dacă înlocuim pe f prin tg, -. 
xd ! Q sin (a + Ф) 


- Р соз(@ —ф) - 

. Aceasta este condiția de echilibru, Se vede din ей ей mi- 
nimul lui Q corespunde cazului când cos (0— Ф) = 1, adică 
0.— ф. Pe figură, cum direcţia MR este invariabilă,: minimul 
lui Q, egal cu minimul segmentului PR, corespunde perpendi- 
cularei РА coborită pe direcţia MR, şi PA face eu OM un 
unghiu egal cu Ф. j n Е 


avga nan Să ид acúm ca- 

“aul al doilea. Rezul- 
tanta R a forțelor P 
şi Q are în cazul de 
față componenta sa F 
îndreptată dela M spre 
O. Avem deci figura 
alăturată, care arată că 
F = P sin х — Q cos 6, 

-ON = P cos a — Q sin ө 
şi, în consecinţă, potri- 
vit legei F=/N: 


P sna —Qcos0=/ (Р cosa— Q sin 6) 


Fig..142 


de unde rezultă 
E О... віп а Р сова i i AY Q sin («— Ф) 
"eos 6 — f sii P  cos(04 p 


P cos @ — f sin е 


RARE 
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minimul lui Q corespunzând unghiului 0 = — (pe figură, lun- 
gimea perpendicularei PA coborâtă pe MR). 

2). Eohilibrul unei scări, Chestiunea echilibrului unei scări 
rizomată po о dugumea orizontală și pe un perete vertical, re- 
vine la aceea a echilibrului unei bare de lungime 7 și de greu- 
tato P, ogale cu acelea ale scărei, răzemată, pe două axe drept- 
unghiulare Oz şi Oy, dintre care 
O y vertical şi îndreptat în sus. 

Fiind vorba de solide naturale, 
renoţiunile R din A și Б din B 
sunt oblice şi au са componente 00- 
respunzătoare frecărilor: F = fN, 
F = ЈМ, de direcții opuse mig- 
cărilor ce tind а se produce gi care 
corespund bine înţeles căderii scărei. 

Condiţia de echilibru fiind.ace- 
еа ca forța P să fie egală şi direct 
opusă rezultantei forţelor R şi E/, Е р 
avem, potrivit teoriei generale, proectând pe axele Oc, о y si 
luând momentele în raport de О: VINE Н 


N —fN-o, fNC-P-N 


y 


Fig. 148 


о; 
№1 cos + P 2 sint — NI sin = o 
ecuaţii, din care deducem prin eliminarea lui N şi №: 


тч cos 9 + A sin — E "Desc 


Y şi, ca urmare, 


2f 
tg = ro: 


Coeficienţii f si /' nu sunt egali decât. in. cazul când 
dugumeaua şi peretele vertical ar fi constituiți- din acelaşi ma- 
terial. In asemenea caz particular, avem 


2 LACE. 
0 = гп = I= €3v 
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Че unde. rezultă 0 = 29, după cum se poate constata şi în 
mod geometric observând că dreptele AI si BI sunt în cazul 
considerat perpendiculare una pe alta şi lungimele CA şi CI 
fiind atunci egale, avem ungh. CAI = ungh. CIA = p.şi prin 
urmare 0 = ungh. BAN = 2 Ф.. 

> 8). Echilibrul unei. coarde înfășurată pe un cilindru fix. Fie, 
un cilindru de revoluţie de rază r şi o coardă înfășurată în 
secţiunea dreaptă a cilindrului, pe o porţiune. de are AB, coar- 
da fiind solicitată dé o forţă P şi 
de o: rezistență Q. Să considerăm 
momentul când rezistenţa Q este. pe 
punctul de a învinge acţiunea, forţei 
P combinată: cu aceea а frecării 
coardei pe cilindru. 

In acel moment, dacă, neglijem 
greutatea coardei, atunci într'un punct 
М există echilibru într6 reacţiunea 
R’ à cilindrului, де componente Е’ 


şi ЇЇ, şi componentele т gi TS îndreptate respectiv pe tan- 


Fig. 144 


genta din M şi pe direcţia MO). Deci, şi potrivit figurei, 


ат 2 Тар 1 
гл К т = IN 
aşa că aplicarea legei F' = f N' ne dă ecuaţia 
CD ті 
yd LIUM TA [ ЮЗ 975 
Deducem, separánd variabilele si geth, 
t : ` za —g ^ 
Log T. = НАБ adică Т = Те " 
o T А 
sau, înlocuind pe s (arcul AB) prin r6, 


т = Tel, 
A 
|n Ori, când 0 0, avem Т, = Р: şi când 0—— АОВ, атеш 
T=Q: Deci, în definitiv, das di Мз "КОН! 
Qe peri zu 


1) A se vedea pag. 102, 
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Aceasta este condiţia de echilibru., Rezultă din ea, că cu 
o forță: P dată, se poate echilibra o rezistență Q foarte mare 
şi cu atât mai mare cu cât. şi coeficientul de frecare f':sunt 
mai mari. Așa spre exemplu, admițând f = 0,20 găsim 


" Q 
valori 0 raport 


sm begs Bui) — 187 
op i. 8,51 
«ли sidili ДУ) 12,34 
и © emil s И 48,82 


Cu o. coardă înfășurată de 3 ori în jurul cilindrului, s'ar 
putea, astfel. învinge о rezistenţă ©) de -aproape 500 de kg. 
numai cu o forţă Р de 10 kg: 


Notă. Teorema “travaliului 'virtual nu este de niei o utili- 
tate pentru studiul echilibrului: sistemelor naturale supuse fre- 
cărilor, căci printre forțele direct aplicate trebuese socotite gi 
frecările de alunecare JN, al căror travaliu. nu este nul. 

Ori, precedánd' astfel, introducem în ecuaţii о serie de' 
necunoscute care nu ne permit de a găsi condiţiile de echilibru.” 


II. REZISTENTA LA ROSTOGOLIRE. EX 
Rostogolirea unei perechi de: roate cuplate. Fie două roate 
de aceiaşi rază r, cuplate printr'o osie şi putând a se deplasa 
prin rostogolire pe un sol orizontal rezistent sau pe două şini 
paralele. : 
Putem reduce studiul mișcării şi echilibrului unui asemenea 
sistem la acela al mișcării şi echilibrului “unui eere vertical de 
rază r, сате s'ar rostogoli pe un ах. orizontal, greutatea Pa 
cercului fiind egală cu aceea a sistemului de roate. 

In stare de repaus, există echilibru între . greutatea Р şi 
reacţiunea axului orizontal asupra cercului. Dacă n'ar fi vorba 
de solide naturale, atunci un efort de tracţiune orizontal, cât 
de, mic, aplicat în О, ar determina o translație. a ceroului în 
direcția efortului, In cazul solidelor naturale, care este acela de. 
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care ne ocupăm, experienţa, probează că atât timp cât efortul 
de tracțiune nu atinge o anumită valoare F » cercul rămâne ne- 
mişcat, iar după aceea dobândeşte o mişcare de rostogolire. 
Cercul opune deci o rezistenţă la rostogolirea lui, caracterizată 
prin valoarea efortului F. 

Să considerăm momentul 
când cercul este pe punctul de a. 
porni din loc. In acest moment 
există echilibru íntre rezultanta 
R a forțelor P şi F si reacţiunea, 
R' a axului orizontal asupra cer- 
eului. Punctul de aplicație al reac- 
tiunei R’ este punctul С unde R 
întâlneşte axul orizontal. Aceasta 
se explică prin aceea că cercul 
AES şi axul, fiind solide naturale, se 
deformează, mai- mult sau mai puţin, їп vecinătatea punetutui 
de contact geometric A, așa că punctul C intră în zona de 
contact a cercului cu axul de rostogolire. Pe toată această zonă 
au loe reaeţiuni a căror rezultantă este R’, 

Punctul C este zis punct de contact mecanic. Reacţiunea 
R’ se poate descompune în componentele Р! si F', egale res- 
pectiv cu Р si F însă de sensuri opuse; P cu P/ şi F eu F 
formează, două cupluri care se echilibrează: unul cu altul.. 

Fie AC = ё. Egalitatea momentelor. celor. două cupluri 
ne dă 


Fig. 145 


Pâ=Fr demde (0 Е= 2.8. 


: Experienja, а stabilit сё ò este independent de mărimea: 
gresiunei normale și a razei т а cercului (presupunând . totuşi 
că r nu este prea mio) și variază numai cu natura solidelor în 
contact. Rezultă potrivit formulei (1), că efortul de tracţiune 
orizontal, necesar pornirei din loo (egal de altfel cu acela care: 
este necesar “menţinerii unei viteze uniforme de mişcare) este, 
pentru aceiași greutate P, eu atât mai mio ou cât raza roatelor 


este mai mare. À 
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Să considerăm acum un efort oblic T. Cercul se va găsi 
pe punctul de a eși din starea de repaus, când componenta, ori- 
zontală Т cosf va atinge valoarea Е. Presiunea normală fiind 
în cazul de față egală cu P — T sin0, vom 
avea potrivit formulei (1): 

i T cos 8 = Р Tunt 8 


de unde deducem 


НЕР — 
aonni o T6088 J- 586. 


Minimul lui T corespunde perpen- АШ УТИ ce 
dieularei PH coborttă din P pe direcţia lui R și această per- 
pendiculară face cu orizontala unui unghiu egal cu unghiul œ 
din O, deci minimul considerat: are. ca; expresiune;P' sin о, cu 
relaţia tg aj = - Ше i | 


Е i 
і geiri у t 


аот ДҮ Сатса 


ХА? 


Не unc aqobhieneo eo ne nu 


PARTEA Ш. 
` MIŞCAREA SISTEMELOR MATERIALE. 
AA CRIALE SS 


1. MIŞCAREA SISTEMELOR MATERIALE LIBERE. 


‚ 1. ECUAȚIILE GENERALE ALE MIŞCĂRII UNUI 
„ SISTEM DE PUNCTE LIBERE. 


"1; Ecuațiile diferențiale ale mişcării. Punctele unui sistem 
material pot să fie libere sau supuse la legături. Le vom 'eon- 
sidera deocamdată ca fiind toate libere. Fie: ` 

n numărul de puncte, 
ту, Mas ..., Mn massele lor, 
" Lis Ji» 205 Va, Vas B25.. +3 Ln, Yn Zn Cordonatele lor. 

Fiecare punct poate fi considerat са solicitat de о forţă 
unică, rezultând, din compunerea forfelor ce-i sunt aplicate, atât 
exterioare cât şi interioare. : 

Fie: ` 

XY Zi X,Y,2, ...; Xa, Yn, Za 
cele trei proecţii ale fiecăreia din aceste forte. 

Ecuațiile mișcării unuia oarecare dintre puncte sunt: 


2, 
сх 
42у 
а) тда = Y 
d?z - 
эре 


ві în total avem 3n asemenea ecuaţii. 
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Componentele X, Y, Z vor fi privite са fiind în gene- 
ral funcţii: 
1° de cordonatele zu, ур, 21; 25, ys, 
: 2° де vitezele Sn d, Du; da, ah йа, гил, 
`8° de timpul £. | 
In asemenea condiţii, problema cea mai generală constă 
în integratiunea unui sistem de ecuaţii diferenţiale simultanee 
de ordinul al doilea, în număr de З». A 
- Putem aduce rezolvirea problemei la integraţiunea unui 
sistem de бт ecuaţii: de ordinul 1%, luând са necunoscute auxi- 
Паге componentele 2/, y', 2 ale vitezei fiecăruia din punctele 
sistemului. Cele 3. ecuaţii ale mişcării punctului; de massă m, 
pot astfel să fie înlocuite prin următoarele, şease:. 


dz ! м da _ 
xi olak се D Wan ne 
(2) E = у, É I m E = y: 
dz ОН АЛИА 
Е > 2, i т = Z 


In total, pentru întregul sistem, вп asemenea, ecuaţii. In- 
tegratiunea lor ne va da pentru neeunoseutele 2, y; z,:«' , ys: 2! 
expresiuni de forma dass 


EU LA (t, a, Cap. Con) 


y = falt; Cis в,..., Cn). 
а У (0, 015 ca 5 Com) 
6) CAE Л (t; Cis C23 «77, бєл) "үр 
zo y — falt, Cis Co, =: 66) 
z = filt, a, Соу...) Cen) Ч 


în саге су, Cz.. 6, Sunt бт constante arbitrare. Obţinem 
deci o infinitate de mişcări, care satisfac toate, ecuaţiilor dife- 
renţiale de la care am plecat. — Pentru precizarea unei pro- 
bleme trebue să ni se dea condiţiile iniţiale ale mişcării, adică 
cordonatele a, b, c şi componentele vitezei a, U, d corespun-. 
Zhtoare poziţiei fiecăruia din puncte, la începutul mişcării. Con- 
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stantele arbitrare pot fi atunci toate determinate, căci făcând în 
ecuaţiile (3) pe t = o şi înlocuind pe €, y, 2 prin a, b, е, 
pe v, у, 2! prin al, bi, c, etc, obţinem un sistem de 6n e- 
cuaţii între cele 6n necunoscute `б\, 055 ..., Con. Acest sistem 
de ecuaţii nu va putea fi nici incompatibil, niei nedeterminat. 
Dacă unul din aceste cazuri se prezintă, vom avea prin aceasta 
proba că nu s'a, obţinut soluţia generală a sistemului de ecuaţii 
diferenţiale. 


2. integralele unei probleme de Dinamicá, Să rezolvăm sis- 
temul de ecuaţii (3) în raport de а, сз, + ++ C$. Vom obţine 
expresiuni de forma: : 

€ — Фф (5 ал, Уз 215 La Ya Za ss; m yr» Zil; -.-) 
(& 4 =, (65 а, yo ж; Vas ym 225 -23 vj, yi, ms...) 

Există deci un număr de бт funcţii ọ de cordonatele pune- 
telor, de proeefiile vitezelor si de timpul t, care păstrează o 
valoare constantă pe tot timpul mişcării. 

Ori şi care dintre ecuaţiile (4) se numeşte integrală a 
mişcării. Decă le-am cunoaşte pe toate, problema ar fi com- 
plect rezolvată. Fiecare integrală. traduce o proprietate carac- 
teristică a mişcării, independent de celelalte. 

Este evident că dacă avem фу = с, P2 = 0, -.., atunci 
şi o funcție arbitrară de фу, 9,, ... păstrează tot o valoare 
constantă, însă ecuația Фф (Фу, 95, ...) =. const., nu constitue 
decât o consecință a celor dintâi, iar nu o integrală nouă, 

In capitolul urmăror vom stabili teoremele generale care 
în unele cazuri pot să procure integrale de ale mișcării. 


II. TEOREME GENERALE ASUPRA MIŞCĂRII 
UNUI SISTEM DE PUNCTE LIBERE. 


Fie: 
a a dz 
m T$ =X, т =Y, maia = 2 
ecuaţiile diferenţiale. ale mişcării unui punot dintr'un ':sistem 
material, t 
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np 1. Teorema cantităților de mişcare proectate pe un ax. 

? Dacă seriem pentru toate punctele ecuaţiile diferenţiale ale 
mişcării și adunăm pe cele ce se referă la axul Oz, apoi 
pe cele ce se referă la axul Oy si înstârşit la axul Oz, obţinem 
cele 3 ecuaţii următoare: 


3 | т 92 -ÀX ) 
1 (1) A În -x 
is =}7. 


Fortele interioare dispar, căci ele fiind două câte două 
egale şi de semne contrarii dau proecţii nule pe ori ce ax. 
Putem pune ecuaţiile (1) sub forma, 


$i"f-Xx 
d d X 

Qi 45-0 Tr 
,d d 


Rezultă următoarea, teoremă: Derivata sumei proecțiilor 

cantităților de mișcare pe un ax oarecare, este egală cu suma 

proecţiilor forțelor exterioare pe același ат. v 
Fie ОА vectorul rezultant al cantităților de А 

mişcare si OB vectorul rezultant al forțelor exte- 

rioare. Ecuațiile (2) mai exprimă că derivata geo- B 

metrică a vectorului OA, si deci viteza punctu- 

lui A, este egală cu vectorul OB. 


Fig. 147 


Corolarii. 1) Sá presupunem ей vectorul rezultant al for- 
felor exterioare rămâne necontenit perpendicular unei direcţii 
fixe. Luând axul Oz paralel cu această direcţie, avem EX = o!) 
și prin urmare 


jr] d de __ 
t а 2 diis, 
CEU t ta 
Rs 1) Axele cordonate vor fi presupuse totdeauna dreptunghiulare. 
us 


— 224 — 


„de unde. deducem х 
. Jn- 
moy =c. 


Obtinem deci o integrală a mişcării. 

.2) Dacă vectorul rezultant al forţelor exterioare rămâne 
necontenit paralel unei direcţii fixe, atunei luând axul Oz pa- 
ralel acestei direcţii, avem. EX = 0, ХҮ = о ві obţinem în 
consecință două integrale ale mişcării: 


aS. уа 


3) Dacă presupunem însfârşit că vectorul rezultant al for- 
felor exterioare este nul, sau că nu există forte exterioare, atunei, 
orieare ar fi axele eordonate, avem XX = о, IY =0, XZ—o 
şi în consecinţă, £3 


da йу dz 
пате Уһ, m-a 
deci, trei integrale de ale mişcării. ` 


Aplicaţie. Fie o ţeavă de tun, coprinzând o încărcătură, de 
pulbere si un proectil, așezată pe un plan orizontal pe care ea 
poate aluneca fără frecare. Când se dă foc, gazele pulberii îm- 
ping atât proeetilul cât si țeava, așa că întregul sistem intră 
în mişcare. à А 


Fie: 
m , 0 massa și viteza;unui punct al ţevii, 
MD pn s» n ^. proeetilului; 
т", v 2 » » » » » » gazelor pulberii. 


In mişcarea orizontală, până în momentul сапа proeetilul 
iese din gura; țevii, nu există пісі о forţă exterioară, forțele 
desvoltate de gaze fiind forțe interioare. In acest interval de 
timp, pe un ax Oz paralel axului: ţevii, avem 


У (mv + mw + m'v') = о 
căci la începutul mişcării sistemul a fost în repaus, așa că 


valoarea constantei c este nulă, 
Cum şi vw! sunt. respectiv. aceiaşi pentru toate punotele 
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ţevii şi proeetilului, deducem, însemnând 
prin M' massa proectilului: 


Мо + Мъ + mw! — 9, 


prin M massa tevii si 


Dacă am neglija termenul al treilea, ar rămâne 
Mv + M^! = o 


egalitate care ar exprima că țeava si proectilul dobándese viteze 
de semne contrarii şi invers proporţionale cu massele ce au 
fiecare. Їп realitate termenul în chestiune nu poate fi neglijat, 
aşa că viteza, de recul a ţevii este ceva mai mare decât arată, 
egalitatea precedentă. 

2. Teorema mişcării centrului de greutate. Considerafia cen- 
trului de greutate al sistemului, ne permite de a da ecuaţiilor: 
(1) о altă formă. 

Fie à, b, с cordonatele centrului de greutate si М massa. 
totală, a sistemului. Avem, după cum se stie, 

Ma = Emz, Mb = Emy, Mc = Emz 


deci, derivând de două ori şi potrivit ecuațiilor. (1), 


м 2 Ух 
а% - 
(3) M = ХҮ Я 
dà RA 
Мак = 2: i 


Ori, acestea sunt ecuațiile mişcării unui punct de massi 
M. De aci, următoarea teoremă: Centrul de greutate se mişcă 
întocmai ca 8% cum massa sistemului ar fi concentrată întrinsul 
și i sar aplica în mod echipolent toate forjele care lucrează 
asupra sistemului. — ( 

Să nu se creadă că ecuaţiile (3) sunt suticiente pentru 
determinarea, mişcării centrului de greutate. Ele ar fi suficiente 
numai în cazul cu totul particular când EX, EY si xz ar de- 
pinde numai de cordonatele a, b,c, de derivatele, lor. şi de 
timpul t. i 
24468.—15 
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Corolariu. Să presupunem că vectorul rezultant al forfe- 
lor exterioare este nul, sau că nu există forţe exterioare. In 
asemenea, caz, ecuaţiile (3) ne dau 

da _ db dç 
di 79: dg 0) — =O 
$i déducem : 


achctk; ъ=, cM. 


De aci, armátoarea propoziţiune cunoscută sub nümele de 
principiul. conservării mișcării centrului de greutate: Când ит 
sistem nu este supus la nici o forţă 'exterivară, sau când vec- 
torul vezultant al forțelor exterioare este nul, centrul de'greu- 
tate rămâne Án repaus sau se mișcă cu о migcare rectilină și 
uniformă. : 3 : ү : к 
Astfel, dacă admitem сї stelele, din cauza depărtării lor, 

n'au nici о acţiune asupra sistemului solar, centrul de greutate 
al acestui sistem nu poate avea. decât o mişcare rectilină şi 
uniformă și această mișcare n'a fost modificată când, după o 
ipoteză în general admisă, planeta dintre Marte şi Jupiter s'a, 
spart şi a dat naștere la asteroizii car populează, aceea, regiune 
a sistemului. : 

Forţele desvoltate de muşchii noștri fiind forţe interioare, ` 
nu au, dacá luereazá numai ele singure, nici o acţiune asupra 
modificării de poziţie a, centrului de greutate. Un om în repaus 
izolat în spaţiu $1 sustras acţiunii gravităţiei, паг putea prin 
mişcări de mâini și de picioare să schimbe poziţia iniţială a 
centrului său de greutate, deşi prin asemenea mişcări el ar putea, 
isbuti să se învârtească in jurul acestui centru. 

Aşezat în picioare pe un plan orizontal, perfect alunecos, 
un om, supus greutăţii, n'ar putea înainta, căci centrul său de 
greutate n'ar fi solicitat de nici o forţă orizontală, Numai fre- 
carea procură о asemenea forță, aga că fără această frecare 
nici o mígeare de înaintare la suprafaţa, pământului n'ar fi po- 
sibilă, Grentatéa P egală cu Mg şi reacţiunea. N a planului sunt 
egale numai în cazul când omul stă nemișcat. Dacă el coboară 
centrul său de greutate cu o acceleraţie oarecare, lăsându-se pe 
vine, reacţia N devine mai mică decât greutatea Р, In adevăr, 


potrivit formulelor precedente, dacă proectăm mişcarea ре o 
verticală Oz. îndreptată. în jos, avem Me = Mg — N, de unde 
N = М (g — с) şi vedem că N devine cu atât mai mie cu cât 
acceleraţia с a centrului de greutate este mai mare. Pe de altă 
parte, oum reacția N nu poate deveni negativă, mai vedem cá 
cea mai mare valoare pe care o poate dobândi c este egală cu 
g, când N = o. Dacă din potrivă, stând pe vine, omul își as- 
vârlă corpul în sus, acceleraţia c fiind atunci- negativă, valoarea 
reacției N devine mai mare decât greutatea P. 


3. Teorema momentelor cantităților de mişcare; (teorema 
momentelor cinetice). Ştim, că din cele 8 ecuaţii diferenţiale 
ale mişcării unui punct, putem deduce 


m y dă — 2 40) = yz = at 
саге se poate serie : 
Es dz dy Кыш 
а [n y 4 e 9) = yz „ү 


şi alte două ecuații analoage. Dacă facem suma tuturor acestor 
ecuații, pentru fiecare din axe, obținem а r 


d 

ту "(у 8 9) = Ў (у – зү) 
o | tragi) ла ец 

2 т(«% у) У (ү – ух). 


Membrii ai doilea nu contin forţele interioare, căci acestea, 
luate două câte două, fiiind egale şi direct opuse dau un mo- 
ment nul în :raport de ori ce ax. E 

Sistemul de axe dreptunghiulare fiind absolut oare oare, 
ecuaţiile (4) dau loe următoarei teoreme: Derivata sume? mo- 
mentelor cantităților de migcare (sau a momentului . cinetic) în 
raport de. un, ax, este egală cu suma momentelor forțelor 
exterioare în raport de acelați aw. 
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Fie OC momentul rezultant al cantităților de migeare, sau 

j v momentul. cinetic, în raport eu origina axelor, 
şi OD momentul rezultant al forțelor exterioare. 
Ecuațiile (4) mai exprimă ой derivata geome- 
„trică a vectorului OC, și deci viteza punctului 
C, este egală cu vectorul OD. 


Fig. 148 


Corolarii. 1) Să presupunem că faţă de un ах fix, suma 
momentelor forţelor exterioare este nulă. Luând acel ax: drept 
ax Oz, vom avea 


d dz dy 
dt $ m (v ЄЛ 2 dt = 0 
şi prin urmare i 
Y dz "o dy 
m (v р ёар) = с 
deci о integralá а migcárii. 
2) Să presupunem, că forţele exterioare, compuse са gi 
cum-ar lucra asupra unui solid invariabil, dau o rezultantă 
unică, care trece printr'un punct fix. Luând acel punet ca ori- 
| ' giná a unui sistem de trei axe dreptunghiulare, vom avea 
X(yZ—2Y)—0, У(Х — 27) = о, L(Y —уХ)=о 


şi prin urmare EM 
A У (ya du) 
m (у — 2 dr) = 
da „ой 27.90 
6) | 5" (оа ш) е 
ау es da. -— 
Уп (= у) = 
Se obţin десі 3 integrale de ale. mișcării. 
'3) Să presupunem - însfârşit cá nu există forţe exterioare. 
Atunci ecuaţiile (5) vor avea loc ori care ar fi origina aleasă 
pentru' axele cordonmate. · it - : 
. 4. Teorema ariilor. Printr'un punot O să ducem 3 axe cor- 


‘donate dreptunghiulare gi să . unim punctul О ou. un punot M 
al sistemului, Proecțiile razei: veotoàre OM pe planurile yO s, 
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zO c, 20у vor descrie respectiv ariile w, w', o si vom avea; 
după cum se stie !), 


dz dy do 
yap еар 2 
кыла ^ш. 
dy ‚= ах 9 dwll 


STITH dta 


Fig: 149: 


Dacă înmulțim aceste ecuaţii 
cu m şi le însumăm pentru toate таар sistemului, ch 


pentru prescurtare, ` К? Alec tato *lo О 


А = Ўто, Зе } Potx 


obţinem $ 

ut ilinsa 00 —z a- 2 T luin snum 
узу Ды ш, у dz Bu ам {б ш ie fà 
чо осоо 
ài ng ( dy — de) — 9 dV I ntittoTm09 
mi сй Уай ч disons ibn cola 

aga că елаве (4) devin VON 

„da nos 

| 225 507 е1) 


Е 2 , 
(6) * | 2 qr ӨХ а) | 
1 BE ал M. 
N | 2 "di =f eY- TP Pe 
A t Să Tresupunem cá suma cuum oum exterioare în 


raport de un ax este nulá. Atunci: luând acest ax drept ax Oz, 


prima dintre ecuaţiile (6) ne dă 
"a To şi prin + urmare À —Àmecdta. 


Aşa, dar: i ! 


Cánd suma, momentelor forţelor exterioare în rapori de uh 
ат Ox, este nulă, suma productelor се. se obțin înmuljind 


ШЕШН ИЕ рапа 


1) Qínematica, pag. 19. 
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massa fiecărui punct M cu aria descrisă de proecjia razei vec- 
toare respective ОМ pe un plan perpendicular axului, variază 
proporțional cu timpul. Aceasta este teorema, ariilor şi se zice 
că ea are loe pe orice plan perpendicular axului considerat. 

Dacă forţele, compuse ca în cazul solidelor invariabile, 
dau o rezultantă unică trecând printr'un punct fix, atunci luând 
acel punet са origină a unui sistem de axe dreptunghiulare, avem 

îmo=ct+a, Уто =с'-+ с, Em o" = dt + с”, 

десі teorema ariilor аге loe pe orice plan, trecând prin pune- 
tul fix. 

Dacă, insfárgit, nu există forte exterioare, teorema ariilor 
are loc pe orice plan din spaţiu. ага: 


5. Teorema fortelor vii. Stim cá variatia forfei vii a unui 
punct material, într'un interval de timp oarecare, este egală cu 
suma, travaliurilor forțelor care lucrează asupra punctului, în 
acelaşi interval de.timp. Dacă facem suma, tuturor ecuaţiilor care 
exprimă acest lucru pentru fiecare din punctele sistemului, si dacă 
convenim de a numi forță vie a sistemului de puncte suma for- 
felor vii a acestor puncte, obţinem. teorema următoare: 

Variația forței vii a unui sistem material, întrun in- 
terval de timp oarecare, este egală cu travaliul forțelor care 
lucrează asupra sistemului în același interval de timp. 

Dacă prin urmare însemnăm prin T forțe vie a sistemului, 


im, şi prin © suma travaliurilor fortelor care lucrează 
asupra punctelor, într'un interval de timp, avem, са si pentru 
:€azul unui singur punct material (pag. 47) 
(8) şi Т-Т,= 5 san AT— ©. 
Ecuația (7) este ecuaţia, diferenţială а forțelor: vii. Sub 
formă mai explicită, ea se serie: 
451 m = 3 (X de + Ydy + Zde) 


presupunând axele dreptunghiulare. 
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Ecuația (8) este ecuaţia forţelor vii sub formă finită. 

Aici forțele interioare intervin, căci travaliul lor nu este 
nul Am văzut că el este egal cu fdr, pentru două forţe interi- 
oare repulsive, f reprezentând intensitatea comună а forțelor, 
şi cu — fdr, pentru două forte interioare atractive. Travaliul 
nu este necontenit nul decât în cazul solidelor invariabile, când 
distanţa r dintre puncte rămânând neschimbată, dr este nul. 

Integrala forţelor vii. Dacă, forțele exterioare și interioare 
admit o funcţie de forţe, avem | 

$6 = 0 – 0, 

deci potrivi egalitütei (8), 
Т-Т,=0—П,. 


adicá 
T — U = T,— U, = const. 
Dacă utilizăm potențialul V = — U, atunci avem: 
(9) T + V = const. 


Asa dar: Când forțele, atât interioare cát și exterioare, 
care lucrează asupra unui sistem, admit un potențial, suma 
forţei vii și a potenţialului rămâne constantă tot timpul mis- 
cárii. | И 
; Avem prin urmare, în asemenea caz, o integrală a miş- 
cării, zisă integrala forțelor vii. 

Conservarea forței vii. Dacă potențialul este o fancție uni- 
formă de cordonate, atunci, când sistemul revine la aceiaşi 
poziție, V redobándeste aceiaşi valoare şi deci $1 forța vie Т. 
Prin urmare: Când forțele interioare gi: exterioare admit ип 
potenţial, funcţie uniformă de cordonate, forja vie reia aceiași 
valoare ori de câteori sistemul trece prin aceiași, poziție. 


Caz particular. Sá presupunem că nu există forțe exte- Ы 
тіоате şi că forțele interioare admit un potenţial funcţie nu- 
mai de distanţele r dintre puncte, In asemenea caz, forța vie 
T a sistemului redevine aceiași ori de câte ori sistemul revine 
la aceiaşi stare, caracterizată prin distanţele relative dintre 
punetele sale. : 
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Sistemul solar oferă un asemenea, exemplu, căci singurele 
forte care acţionează soarele, planetele și sateliții lor, conside- 
rând toate aceste corpuri ea simple puncte materiale, sunt a- 
tracţiunile mutuale dintre ele şi acestea fiind supuse legii lui 
Newton admit un pontential. 7 

. In adevăr, însemnând prin m si т' massele a două: punete 
oarecare din sistem si prin r distanța dintre ele, forța de a- 


: : ; т.т. A 
tracţiune аге са expresie f 77 — $i travaliul elementar al grupu- 
H . 4 . B F 
lui de 2 forțe atractive este atunci egal cu — f Ti dr. 


m ^ уез 
; aga că sistemul 


Ori, aceasta este diferenţiala funcţiei p= 

admite ca funcţie de forțe - ds 
7-75" 

$i deci ea potential. - : ттр 

U eo ўз дыша 


Rezultă, potrivit ecuaţiei (9) că pe tot timpul mişcărei 
există egalitatea 


m -fic-U- const; 


Travaliul greutăţii. Să considerăm un sistem de puncte ma- 
teriale în mişcare, punctele fiind supuse, şi, acţiunei greutăţii. 
Ne propunem a evalua travaliul greutăților în mişcarea siste- 
mului. A ja ШЫ сер 

Luând axul Oz vertical si îndreptat in sus, si aplicând 
formula generală : dos sn 

d 6 = Ў (Хах + Ydy + Zdz). 
avem са expresiune a travaliului elementar al greutăților tuturor 
punctelor А 3 2 
ә дн 4% = — Ўто дг. } 

Insă, dick însemnăm prin c cota „centrului. de. greutate 
și prin M massa sistemului, știm: ой ; sfn : 
Ме= Lmz, deci  Mde-Xmdzs: 
$i prin urmare ШЕ 


mum 
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(0) 45 = Mg. 
Între două cote c, şi c travaliul greutăților va fi 
© = Mg (с, — с). 


Aşa dar: În mișcarea unui sistem material, trava- р 
liul greutăților este egal cu greutatea totală înmulțită : 
cu coborirea verticală a centrului de greutate. % 

Din formula (a) rezultă’ că greutățile admit о. 
funcţie de forte U = — Ре — k; sau un potenţial E 
V = Pe + k, P fiind greutatea totală iar Ё о cons- 
tantă arbitrară. Dacă luăm k = о, atunci potenţialul n 9; 


greutăţii P la о cotă oare сате c va fi egal eu. Pc. 
Rezumat. 


Teoremele generale corespund la 7 ecuaţii distincte зі anu- 
me la cele trei ecuaţii. -~ 


d we. dr pt 
dE În т $e ух 
d ауа 
AD cM ore Didi 7 DY 
d dz y 
4 i" = Îz 
referitoare teoremei cantităților de mişcare; apoi la cele. trei 
ecuatii i 
d dz dy 
3 dt În (v га o— A) 
Jj a йт _ di 
(2) 4 ix. -.4) 


12" (е0 уа) Fer - 


і 


X (yz — «Y) T nns 


|] 


Sex —e2) 


х referitoare teoremei momentelor. cantităților de mişcare, şi fn- 
sfârgit la ecuaţia, КЕТЕДИ © ло 


fi 1 ^r ITIN і. „з: m 
NE чу mut = 3 (Хаг + Үау + Zde). ET 


sau mai scurt 
dT — d$ 


referitoare teoremei forţelor vii. a 

Ecuațiile care corespund teoremei mișcării centrului de 
greutate ca si principiului ariilor, putându-se deduce din siste- 
mele de ecuaţii (1) şi (2), nu constituese ecuaţii distincte de 
acestea, о ; 

Cele 7 ecuaţii de mai sus, poartă numele de ecuațiile uni- 
versale ale mișcărei, pentru motivul. că ele se aplică și sisteme- 
lor са legături dacă înlocuim legăturile prin forţele care pot 
să le reprezinte. . 

Reamintim că forţele interioare nu figurează decât în 
ecuaţia (3) a teoremei forţelor vii. 


II]. TEORIA ENERGIEI. 


1. Să considerăm un sistem acţionat de forte exterioare 
şi interioare si să presupunem că forțele interioare admit un 
potential V; . - 

Insemnánd prin Ge travaliul forţelor exterioare şi prin 
“©, travaliul forţelor interioare, avem, potrivit teoremei for- 
telor vii, : : 


AT = Gt 6, . ; 
Insă, 6; = — AVi, conform definiţiei potenţialului; „deci 
АТ = G. — AV, 
sau 
(1) А(Т+ У) = ©,. 


Se numeste: 
1* Energie actuală sau energie cinetică forţa vie T a sis- 


temului; . 


20 Energie potențială, potenţialul V, al forţelor interioare; , 


30 Energie totală, sau mai pe scurt, energie, suma T- V: 
a energiilor cinetică şi potenţială. 

Cu aceste denumiri, rezultatul . exprimat prin egalitate (1) 
se enunţă în felul următor: Intr'un sistem oarecare, când for- 


CT 
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fele interioare admit un potenţial, variaţia energiei. coreapun- 
zătoare unei modificări a sistemului, este egală си travaliul 
forţelor exterioare. с 


2. Conservarea energiei. Când nu sunt forte exterioare, 
variaţia, energiei este nulă, deci б 


T + Vi = const. 


adică: Energia unui sistem izolat este constantă. 

Exemplu. Fie o piatră de greutate Р, lăsată să cadă fn 
vid dela o înălţime Н. Piatra formează împreună cu pământul 
un sistem material, în сате greutatea este О forţă interioară; 
pământul atrage piatra eu o forță egală cu greutatea pietrei, 
iar piatra atrage pământul cu o forță egală şi direct opusă, 
greutăţii ei. Cum acţiunea pietrei asupra mișcării pământului 
este complect neglijabilă, atât energia cinetică cât și energia 
potenţială, a sistemului în mişcarea considerată, vor depinde nu- 
mai de mişcarea pietrei, reducându-se la energia cinetică şi 
energia potenţială a, acesteia, 

La origina mișcării M,, energia cinetică 
a pietrei este nulă iar energia potenţială egală 
eu PH !). Când piatra atinge pământul, ener- 
gia ei cinetică este À T V? V fiind viteza, 
în punetul de cădere O, iar energia potenţială 
devine nulă. Energia totală a rămas astfel a- 


ceiaşi, deoarece avem, după cum 'se stie, : Fig. 151 
4P ys. pH. 
2.9 


Intr'un moment oarecare al căderii, când: piatra fiind la. 
о înălțime A deasupra pământului, viteza sa este v, energia 
cinetică, este egală, cu TIS iar energia potenţială egală 
cu Ph. Energia totală a rămas însă iarăşi aceiaşi, căci 


ТЕР 
PUST P (H —h) 


———— = 


1). Pag, 288. 


şi prin urmare 


тү” + Ph = PH. 


` Energia potenţială se transformă deci progresiv, cu înce- 
pere din M, şi până în O, în energie cinetică, însă cu res- 
pectarea principiului conservării energiei. Dacă piatra și pă- 
mântul ar fi perfect elastici, piatra odată căzută la pământ ar 
fi asvârlită din punctul O în зиз си viteza V, și energia: ei ci- 
netică ar fi aceea care s'ar transforma progresiv până fn punetul 
М, în energie potenţială. Аза dar cu toate că de naturi dife- 


Н : АР sai : А 
rite — căci energia cinetică —- TT v? depinde numai de viteza v 
a pietrii,- pe 'când energia potenţială numai de poziţia ei h. pe 
verticală — aceste două energii se transformă una în alta, 


IV. EXTINDEREA -TEOREMELOR GENERALE LA 
} MISCARILE RELATIVE. 


1. Teoremele. generale și consecinţele lor ве aplică mig- 
cărilor relative ale unui sistem material, cu condiţia, de a ală- 
tura forţelor reale forţele aparente care permit de a trata miş- 
carea, relativă a fiecărui punct ca o mişcare absolută. Aceste 
forţe aparente sunt, după cum știm, în număr de două pentru 
fiecare punct: forța de inerție de antrenare, gi forța -centrifugă 
compusă. f 1 : г 

Se và observa numai, că їп aplicatiunea teoremei forţelor 
vii la mişcarea relativă a unui sistem, forțele centrifuge compuse” 
dispar, căci fiecare dintre ele fiind perpendiculară pe viteza 
relativă a punctului respectiv, dă un travaliu nul în mișcarea 
relativă. у : 


2. Caz particular. Să considerăm, în particular, mişcarea 
relativă 'a'unti sistem în: raport de axe dreptunghiulare de di- 
recții constante, trecând prin centrul de greutate al sistemului. 

Fie: 

a, b, с, eordonatele centrului de greutate G în raport de sistemul 
fix Ошту; ж, у, z cordonatele unui punot M al sistemului 
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în raport de Ozyz; т, y ; 2 cordonatele lui М în raport de 
sistemul de axe балу: , paralel sistemului Охуг. 

Avem, pe de o Tun 

(1) т=а+тт, y=b+y', PEO 
iar pe de-altă parte - 

(2) Emr=o0, Уту =0,. Хто 
căci cordonatele centrului de greu- 
tate G faţă de sistemul ба y'a! 
sunt nule. Я 

Eeuatiile (1) si (2) condue la 
extinderea teoremelor generale la 
mişcarea relativă de care ne `оси- 
pám. 

a). Teorema cantităților de miş- 
care proectate pe un ax. Din: ecua- E Pe. 
{Пе (2) deducem ре cele următoare. Ap ELO 


(3) In% =o, În .., Уһ 2-0 


Acestea, exprimă că suma proecfilor cantităților de mig- 
care pe un ax oare care este necontenit nulă, sau, cá vectorul” 


rezultant al cantităților de mişcare, din „mișcarea relativă, este 
necontenit nul. 


b). Teorema momentelor cantităților de “mișcare. In miş- 
carea absolută, acestei teoreme fi corespund, după cum s'a văzut, 
trei ecuații, dintre care cea dintâi a fost 


id (vea )- У(у7—«Ү) 


С (ата) = pă) 


Să înlocuim în această ecuaţie pe y s z: prin valorile lor 
(1): 81 să punem Xm = М .Obtinem : 


X» [онида 0) er (ж + 90) - 
DUE Y [002-7 (6-2 v] 


şi, desvoltánd, 
dic 
м( i Э) e 
бат dt o +(% у moi —c IP "dii 24E aum ym) 
d! dy 
+ăn(y d — 2 a) (22-х) +5 (y Z — 2 Y). 


Parantezele a doua şi a treia sunt însă nule, potrivit 
ecuaţiilor (3) si (2) iar, pe de altă parte, cum 


d?b 
ма = Уу şi Mit = Şz 


rezultă, cá din toată desvoltarea de mai sus nu rămâne -decât 
ecuaţia, 


4 узуш -#@)- 92-2» 


sau 


lz! 
У "(уа = sp) Y vz-2Y. 


Aşa dar teorema momentelor cantităților de mișcare se 
aplică, în cazul particular de mișcare relativă ce considerăm, 
întocmai ca și în mișcarea absolută, fără a fi nevoe de a 
alătura vre-o forţă aparentă, forţelor reale care lucrează 
asupra sistemului. 


Notă. Puteam proceda și altfel pentru găsirea ecuaţiei (4) 
şi anume, alăturând forţei reale X, Y, Z forţele aparente саге 
se reduc la forța de inerție de antrenare, și scriind apoi direct 
ecuaţiile momentelor cantităților de mişcare în sistemul Gay 2' 
considerat ca fix. 

Cum acceleraţia punctului G. are ca componente де ; 
db dc Aet У A 
dg dp » forta de inerție de antrenare a punctului M va avea 

di d фс, . е Ч 
са componente — т du )—'^ qu qu (mişcarea sistemului 
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mobil fiind o mişcare de translație) aşa că Y se va înlocui cu 
9 


- db . d?c a 5 : 
Y—mgg $9 Zeu Z — m ym- Se va serie deci ecuaţia 


dz diy d2b 
у"(уа чк) = у |v (2- пт) 2 (Y- п 4) 
din саге rezultă imediat ecuaţia (4) dacă ţinem socoteală de 


ecuaţiile (2). 


c). Teorema forțelor vii. In -mişcarea absolută, ştim cá 
punând 


avem: 
(5) d T = J (X de + Y dy + Z dz). 


Să vedem ce devin cei doi membri ai acestei ecuații, când 
trecem 1а mişcarea relativă. 
Să luăm mai întâi pe T. Avem 


T= з" (а) +) +(@)]- 


Inlocuind ре z, y, z prin expresiunile lor (1), obţinem 


d da! / 
(observând că ds ect P şi s ij) = (s 1) + а) + 


da da! 
2 qq ete) 


2 
god; ur ORO 
> da! dz N2 
"[(@) + Cur) +) 

da „da! 4# dy' dc „dz 

А E Ка а + di dt 

Ori, dacă insemnám prin 
V viteza centrului de greutate, 


M. тазза sistemului, 
T forța vie în mișcare relativă considerată, 
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vedem cá prima paranteză poate fi înlocuită cu i MV? iar 


paranteza a doua cu T. Cât despre paranteza a treia, aceasta, 
este nulă, potrivit ecuaţiilor (3). Аза dar 


(6) T--LM y? T 


egalitate care corespunde următoarei teoreme, cunoscută sub 
numele de teorema lui Koenig: -Forța vie a unui sistem este 
egală cu forța vie a massei totale concentrată îm centrul de 
greutate, plus forţa vie a sistemului în mișcarea raportată la 
axe paralele axelor fixe, duse prin centrul de greutate. 


Să ne ocupăm acum de membrul al doilea al egalităţii (5). 
Transformaţiunea de cordonate ne dá 
. E(X-- dz Y dy Z dz) = да EX-cdbXY--dceYZ-. 
У (X dz! +Y dy' +248). i 
Insă, mişcarea centrului de greutate este aceea a unui 


punct de massă M, supus unei forțe ale cărei componente sunt 
LX, XY, ХУ 2. Aplicând acestui punct teorema forțelor vii, avem 


d n MV? — da XX-dbXY-dc XZ 
deci К 
() EX(XdztYdytZd)-4 4 MV . 
X (X da! + Y dy! + Z dz’). 
Inloeuind acum în ecuaţia (5) pe T prin expresia (6) şi pe 
E (X dx + Y dy + Z de) prin expresia (7) obţinem, ca, încheere, 
(8) dT = (ха + Y dy' + Z dz). 


Aşa dar, ecuația forțelor vii subsistă în mişcarea relativă 
се am considerat, fără а fi nevoe de a introduce vre о forţă 
aparentă pe lângă forţele reale care lucrează asupra sistemului. 


Notă. Ca și. pentru teorema momentelor cantităților de 
mișcare, puteam serie direct ecuaţia forțelor vii în sistemul 


" 
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mobil Ga у z/, aláturánd forţei direct aplicate X, Y, Z forţa 


хыс, а di 
de inerție de antrenare — та › — ттлт; — т gri * бе obţine 


procedând astfel . 
aT = Y [(x-» T) a2 + (v- 28) a dy + 


(=n) a] 


Desvoltând membrul; al ; doilea, si^ ținând: socoteală de 
ecuaţiile (3), dăm imediat- peste. ecuaţia (8). 


RO: ттл тана} 


^ 


Eoo MEE Ya es мит —— sg obelonn "i D Mm 
sus! aTuhistéo: umm арт пир чый! Бийке} annie 
ko: ül latte pigeon s4 Муш 4 
zi ато? te Pons ббс Y^. N. 
vt baie ins d w 
; ч: * : - 7e > ММ аро 
ototani s Y ioraesissen aeTendgetes mi ~ Ё 
Ub o s O anueripsou es aa al 
А: 3 AB ms! Ту 
2% ici їшїшє запа ai + 


“мп: б vitat bom ni 
Wege tos big Plus 

dux одао nt etes! 
iocum] “л "mio 
муў Sin sal, inb 


“stii КАШТЫ 


^iv piisi ПО 
a i наб: ste 
i) emntor 


infe 


Ti (5) 
а жүл? ДЇ таноў 
пеат РОЈ crista 


латы} тәл Tur 


" * IE MIŞCAREA SISTEMELOR MATERIALE 
CU LEGĂTURI. `: 


1. ECUAȚIILE GENERALE ALE MIŞCĂRII PUNCTELOR 
à UNUI SISTEM CU LEGÁTURI. 


1. Aplicatiunea principiului lui d'Alembert. Să presupunem 
acum că între punctele sistemului imaterial există anumite le- 
gături. Inloeuind legăturile prin forțe, putem considera, fiecare 

punct M ea mişcându-se liber sub ac- 

fiunea unei singure forțe R, zisă forță 

M motrice sau forță efectivă şi rezultând 

: din compunerea, rezultantei F a forţelor 

direct aplicate eu rezultanta Q a for- 

Q felor de legătură. 

Fig. 153 Ori, potrivit principiului lui 0'/- 

lembert, dacă їп mod fictiv intro- 

«ducem forța de inerție I, care este egalí şi direct opusă 

rezultantei R a forțelor F şi Q, punctul este în echilibru sub 

:acțiunea celor З forte Е, ©) si I, aşa ой aplieatiunea teoremei 

“travaliului virtual la întregul sistem, pentru deplasările com- 

patibile cu legăturile, ne dă, socotind forțele I са forțe direct 
:aplicate: 

1) X [Fòs соз (Е, дв) + 18всоз (1,дв)] = o 
-ecuaţie, în care nu intră forțele de legătură si unde òs repre- 
zintă o deplasare virtuală compatibilă cu legăturile în momen- 
“tul considerat. 


а а. 


— 948 — 


Putem privi ecuaţia (1) ca conţinând în mod implicit 
toate legile echilibrului şi migeárei sistemelor materiale. 
Astfel, teorema, travaliului virtual, care ne dă toate le- 
gile de echilibru, ne permite, asociindu-i principiul lui d'Alem- 
bert, să aducem orióé chestiune de misearé la o „chestiune de 
echilibru. ? 
Exemplu. Stim cà pentru ca un solid 'eare, are .un ax fix 
să fle în echilibru, este necesar şi suficient ca suma momentelor 
forțelor direct: aplicate, în raport cu axul fix, să fie nulă, şi 
TIS condiţie rezultă din aplicaţia, ecuaţiei generale . :, 
X Pâscos (Ё,8в) = o. үй?» ilgo 
‚ Aplicația ecuației (1) пе va conduce deci la ` concluzia, că 
ecuația mişcării solidului în jurul axului fix se va obține, aso- 
ciând forțelor direct aplicate forțele de inerție şi. scriind cá 
suma momentelor ambelor categorii de forțe:în raport. de axul 
fix este nulă. 7 › йз TE) 
Vom da mai jos aceastá ecuafie. . 


2. Ecuațiile mişcării punctelor. Cum componentele, forţei 
de inerție a unui punct, pe trei. axe cordonate, sunt: 


dz фу 7 фу joi 
mue rA ATT emer 
travaliul ei virtual este 


de d?z 5 
— m jg 2 — d эйс si 


938 cá avem 


У 135605 (І, ёв) = «(f 2 +4 Te wur Фу: 


Cum ре de altă parte, însemnând prin X,:Y, Z com- 
ponentele forţei F, avem egalitâtea: 97, 
:X Fs cos (Е, ЖОЛГЫ 29 y ў 


rezultá cá ecuaţia (1) se poate serie 


da аз 
у (Xv + Y2y + 282) = у "(2 дә + з ay + d ra) 


== реа 
х а sa тб 
3 z a 
- e 
eem 
€ 
ce асосе 
` 
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зап, sub formá mai strânsă, 

J 2, 
(2) (х-н) (уа) iyt (Z-n f) ]=0 
9x, ду, 82 corespunzând la deplasări virtuale compatibile cu 
legăturile în momentul t. i i 

Această ecuaţie, ca şi ecuaţia (1) cu care este echivalentă, 
poate fi privită ca, ecuația generală a Mecanicei. 

In particular, din ecuaţia (2) rezultă, că dacă cunoaştem 
ecuaţiile -de echilibru ale unui sistem cu legături, obţinem ime- 
diat ecuaţiile mişcării acestui sistem înlocuind în ecuaţiile de 
echilibru componentele X, Y, Z prin 


du d? d'z 
X —m Ta’ Ym» Z- mp 


Astfel, revenind asupra exemplului de mai sus, dacă wn 
solid are două puncte fixe, ştim, că luând са ax Oz dreapta 
care unește cele două puncte, condiția de echilibru este 


X (xY — yX) = о. 


Ecuația mişcării solidului fn jurul axului fix, va fi deci 


a [e (5-9) - v (x- « )] - 


care se poate scrie 
У "(295 у 95) уу уху 
А? ар ай y 

semnul È din membrul întâi referindu-se absolut la toate punc- 
tele sistemului, pe când X din membrul al doilea priveşte nu- 
mai punctele unde se gásese aplicate forte. 2 

Cu privire la ecuația generală (2) este esenţial de remar- 
cat'cá deoarece aplicaţiunea teoremei travaliului virtual presu- 
pune punctele ca fiind în echilibru în momentul £, variațiile 
dx, бу, д corespund la deplasările compatibile еп legăturile 
din momentul t considerat ca fix. Rezultă, că dacă ecuaţiile 
de legătură contin în mod explicit ре č, se va considera t con- 
stant când se diferenţiază aceste ecuaţii în scopul determinării 
relaţiilor dintre variațiile ёт, ду, д2. 
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Fie astfel: 
(2) Л=0, fi-0, 


ecuaţiile de legătură, funcții de cele Зп. 


şi de timpul t. 
Diferenţierea, lor ne dă 


б, 


Ты. 


cordonate ale punctelor 


X (3s + 28 ap + ao) = e 
Эһ ay + of, Lp of, )- 
i 2 00 + 92 02) = о 
(A) (3 ду д2 - 
д T д 
TC T ay + 2) = o 2 


Din aceste ecuatii, їп numár de k, putem trage valorile 
a k variaţii în funcţie de celelalte 3m — k; substituindu-le în 


ecuația (2) va rezulta o ecuaţie coprinzànd Зп — k variaţii ar- 


finute. 


№... 

obținem 
Xxx 

+ (уж, 22 


a 


[JA 
Di M + ha 


ок 


bitrare şi coeficienţii acestor variaţii vor trebui ера]а{1 cu zero. 
Se va obţine astfel un număr de 3n — k ecuaţii, care îm- 
preună cu cele Е ecuaţii (3) vor constitui un grup de 3n. 
ecuaţii la care trebue să satisfacă cordonatele punctelor siste- 
mului. Va rămâne să putem integra ecuaţiile diferenţiale ob- 


3. Metoda multiplicatorilor. Putem efectua eliminarea va- 
riaţiilor prin metoda multiplieatorilor (Lagrange). 

In acest scop, să înmulţim la rând ecuaţiile (4) cu M, 
A, şi să adunăm rezultatele astfel. obţinute'cu ecuaţia (2); 


T 36 «PO P —m ES 
+ n +. Аъ d -m 20) y 


teg 


Ori, putem profita de nedeterminarea celor № multiplicatori 


`== 0. 


—n d) dz 


— 240 — 


A pentru a anula coeficienţii а k dintre cele 8% variații care 
figurează în ecuaţie, Rămân atunci 3n-k variaţii şi acestea fiind 
arbitrare, coeficienţii lor vor trebui egalafi eu zero. In definitiv, 
suntem conduşi de a anula pe toţi cei 3n coeficienți ai ecua- 
tiei de mai sus. Va rezulta astfel un sistem de 3 n ecuații, dintre 
cari trei oarecare au forma următoare: 


dig д, д of, 

m LO + Мз + м E 
Py _ of, of, |. of, 

(5) ‚т da Y + М + EST EAE 
de _ ofi of, дї 

"gu — LN +... LM 


Cele З п ecuaţii împreună cu cele k ecuaţii de legătură (3) 
formează, împreună un sistem de 3n + k ecuaţii la care trebue 
să, satisfacă cele Зл -+ k necunoscute, constituite de cele 3n 
eordonate si cei k multiplicatori А: : х 


4, Calculul forţelor. de legătură. Metoda multiplicatorilor 
dă şi forţele de legătură. In adevăr ecuaţiile (5) sunt acelea ale 
“mişcărei unui punet liber supus, forţei direct aplicate. X, Y, Z 
‚81 unei forţe având ca componente pe cele, 3 axe 
0.4: 


D En Fa +...+ м ; 


3h д 
A E + А ay + Àk 
anti la ei дў. гелгә, 
Maz td ; 
'Aceste! expresiuni súnt deci: componentele forţei totale de 
legătură care lucrează asupra punctului 2, y,-z. 
Termenii 


ось мй cadi 

reprezintá componentele forţei de legătură care luorează asupra 
punetului considerat în virtutea leg&turei.f, = o si deasemenea 
pentru termenii următori, 


5. Aplicatiunea principiului lui d'Alembert la ' sistemele! de 
puncte libere. Plecând dela ‘ecuația generală (2) putem regăsi 


ў 
Ё 
| 
| 
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toate teoremele pe care le-am stabilit pentru un sistem de 
puncte libere. 

a). Fie în adevăr n numărul de puncte libere. Ne existând 
legături, cele 3 n variaţii Ov, бу, 82 sunt complect arbitrare, 
aşa că toţi coeficienții lor trebuesc egalati cu zero. Se obţin 
astfel ecuaţiile 

TX. [ miM NE "ul 23 7 
scrise pentru toate cele n | puncte. Obţinera deci ecuaţiile dife- 
rențiale ale mișcărei tuturor punctelor. 


» b). Să luăm. с̧а, deplasare virtuală о translație - paralelă 
cu axul Oz. Atunci toţi ðv sunt egali între ei iar ду gi ёғ 
sunt nuli. Ecuația (2) ne dă în consecinţă ` - 


EA 


mia ga 507 


adică 


şi aceasta, este una din ecuaţiile din care: rezultă teorema can- 
tităţilor de mișcare proectate pe ; 2 
un ax (sau teorema mişcării cen- 
trului de greutáte). ` 

c). Să luăm ea deplasare vir- 
tualá o rotaţie în jurul axului Oz. 
In această rotaţie, un punct 0a- 
recare M descrie ип aro elementar “`? 
de cere, indentic cu acela pe care 


îl descrie proecţia sa M' pe planul. Fig. 154 Я 
yOz. Ori, avem pe figură, · " tors с 
ОР = у= соз, МР = 2 =. паі 0 еи 
deci : 


$ 2 $ = 4 м 
др = — r sin 020 = —.288,. дз = 00000 = yòd. i... 
29: fiind deplasarea, unghiulară. Inloouind pe бу şi ба pex iaceste 
valori, şi cum ёл = 0, ecuaţia (2) devine n 


| CE) (20) + (2- - а) | =o 
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adică 
d?z di 
În (ui W) - уула). 


Această ecuație este una dintre acelea ce ne-au servit la 


stabilirea teoremei momentelor cantităților de mișcare (sau a 
ariilor). 


d). Insfârşit să luăm deplasările virtuale ôx, бу, 82 egale 
cu deplasările efective dz, dy, dz. Ecuația (2) ne va da 


dix d? аз 
Im (Sa de + SI dy + T de) = } (Xde +Ydy +Z do). 
Ori, dacă însemnăm prin T forța vie a sistemului, avem 
m ÎI dz ү dy Y dz Y 
r-xXe[) + (@) + (2)] 
şi, în consecinţă, prin diferenţiere, t 


A do ах duy dy d*z.dz zi 
ат= т\ш tuu + de) ar = 


di dy, a 
т А dz + d dy 4- T de); 
Ecuația de mai sus se poate deci scris i 
dT = X (Хах + Y dy +. Z dz). 


Regăsim astfel ecuația care corespunde teoremei forțelor vii. 


П. EXTINDEREA TEOREMELOR GENERALE LA ` 
SISTEMELE CU LEGĂTURI. 


1. Când un sistem material este cu legături, putem întot- 
deauna să înlocuim legăturile prin forţe si să tratăm apoi sis- 
temul ca un sistem de puncte libere. Nimic nu ne împiedecă 
atunci de a-i aplica cele З teoreme generale; este însă intere- 
sant de a vedea dacă forţele de legătură vor apărea sau nu 
totdeauna în aceste teoreme, căci ele sunt în general necunoscute. 

In cele două dintâi teoreme, am spus că forţele interioare 
„nu figurează pentru simplul motiv că ele sunt egale două câte 
două și direct opuse; când se va întâmplă 1а fel cu forţele de 
legătură, nici acestea nu vor figura în ecuaţii. Aga spre exem- 


э 


Аа 


— 249 — 


plu dacă unele punete ale sistemului sunt obligate de a rămâne 
la distanţe invariabile unele de altele, forțele de legătură sunt 
două câte două egale şi direct opuse și putem aplica cele două 
teoreme generale fără a ne ocupa de legături. 

Insă, dacă va fi vorba de mişcări de punete pe curbe sau 
suprafeţe, forţele care pot înlocui acţiunile acestor curbe şi su- 
prafete intră în categoria forțelor exterioare obişnuite și trebue 
a se ţine seama de ele. 2 


Aşa dar, in fiecare caz, când voim a aplica unui sistem 
cu legături cele două dintâi teoreme generale, va trebui să e- 
xaminám la ce anume forțe corespund legăturile; dacă aceste 
forte intră în categoria forțelor interioare, nu vom ţine seama 
de ele; dacă din potrivă lucrează ca forte exterioare, le vom 
introduce în ecuaţii. 


2. Să trecem acum la teorema forțelor vii. Potrivit celor 
văzute la stabilirea teoremei travaliului virtual, suma travaliu- 
rilor virtuale a forţelor de legătură este nulă pentru toate de- 
plasările virtuale compatibile cu legăturile în momentul congi- 
derat. Dacă prin urmare, deplasarea, elementară pe care o ia 
realmente sistemul, si căreia i se aplică teorema „forțelor vii, 
este în fiecare moment compatibilă cu legăturile, nu vom avea 
a ţine seamă de forţele де. legătură în aplicaţiunea teoremei. 
Pentru ca aceasta să aibă însă loc, condiția necesară şi sufi- 
cientă este са ecuaţiile de legătură să nu conțină în mod ex- 
plicit timpul t. 3 

In adevăr, deplasările virtuale д2, ду, д2, compatibile 
eu legăturile în momentul ?, satisfac ecuaţiilor de forma - 


у (2 às + С 23) = о 


care se obţin diferențiând ecuaţiile de legătură, în presupunerea 
că t rămâne constant, pe când deplasările reale de, dy, da 
pe care le ia sistemul în timpul d£, satisfao ecuaţiilor de forma 


Jac X (2 + ay + 3 dy) = o. 
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Deplasările elementare reale nu intră deci їп categoria 
deplasărilor virtuale compatibile eu legáturile din momentul f, 


д, 
decât dacă 91 este. nul ori care ar fi t, adică dacă ecuaţiile 


de legătură nu conţin pe t în mod explicit. 

Ca exemplu de ecuaţii de legătură conţinând їп mod, ex- 
plicit timpul t, menţionăm pe acelea care ar exprima că mnele 
puncte sunt obligate de a rămâne pe linii „sau .suprafefe cars 
schimbă, în fiecare moment de formă sau de poziţie, sau de 
amândouă în acelaşi timp. Astfel, cazul unui putet obligat de 
a rămâne pe un cerc a cărui rază creşte necontenit şi al căruia 
centru este fix sau mobil. à 

Аза dar, in definitiv: Când. legăturile sunt independente 
de timp, teorema forţelor vii se aplică ţinând socoteală numai 
de forţele interioare și exterioare iar nu și de cele de legătură. 


Bus ECUAȚIILE лов тов, 
1. „Să. considerăm un , sistem de n puncte. аена între 
cordonatele cărora, există k ecuații de „legătură, „putând conține 
pe-t,. : : ti ото а m e 


de 2 [ (6 By yis йз у! yis 23; 27—103 
(0 Р. (t; Aa he а 5 4, ЕЕ о” 
la (Bă 2,,.91» fii zi Yos E bem Dor 


Din aceste eenaţii putem “tragă valorile a k cordonate. în 
funcţie de celelalte 3 n-k. Fie 34-k = v; să scrim in mod ar- 
bitrar r noui ecuaţii între cele 3n cordonate, 

Fi (а, yis ау ds yo za)! 
E Fa (ар, Уу, Bi LT yos aie) mai 

(2) 
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Ecuațiile (1) si (2) ne permit a éxprima pe cele 3 n cor- 
donate în funcţie de ¢ şi der Балин arbitrari Q1, gas... Qr y 
sub forma: 


2 = Ф н, Qis Ф» 9) 
(3) | y = Ņġ (t, q; Qas ee gr) 


2 = 6 (t, Ф, 92, dr). 
Este evident că ecuaţiile de legătură (1) se găsese identic 
satisfăcute dacă înlocuim in'ele pe v, у, z prin aceste expre- 
siuni (3). 
Dacă am cunoaște expresiunile parametrilor, 91, Q»,. -- Qr 
- în funcţie de £, ecuaţiile migeárei fiecăruia din puncte ar fi cu- 
| noseute şi deci problema mișcării sistemului rezolvatá.- 
. Lagrange a dat o metodă elegantă pentru a forma ime- 
diat ecuaţiile diferenţiale. la care satisfac parametrii g.. : 


9. Ohservări preliminare. In tot ce urmează, trebue а: ве 
deosebi eu atentiune derivatele totale de derivatele parțiale. 

Fie х o funcţie de t şi de parametrii q consideraţi ei 
însăşi ca fimetii de #; vom însemna 

10 prin c' saa р, €, derivata totali M а Ап таро de Б 

2? prin 2 , ЭУ? AD ө 57 a derivatele parțiale ale lui 2 
în raport de cantitățile't, qı. q2,... qr considerate ca variabile 
independente. 

Cu aceste ;notațiuni, avem, luând derivatele totale ale can- 


titátilor т, y, 2 ru sub forma (8): 


[ , 
| Б 9 3 E + ба КӘ, 9+ ез; + сет 
“| ду dy: ` òy , ду 
(4) 4 у = E uuu + e Hag t 


@ = EI t EXE + EE aon t$ d 
In aceste egalităţi, fiecare din derivatele parţiale ale lui 
z, y, z este funcţie de t, Qi, 02, ·.. Qr- Egalităţile determină 
2 în DCT У pe v, y, e în funcție de à 
Í Фу с les Фата ФС 


Să stabilim acum două, serii de identități de care vom avea 
nevoe în ceea, ce va urma. 

In acest scop să însemnăm respectiv prin q si 7 una 
oarecare din cantităţile qi, gas... gr şi 91, 92,::. 9+. Ecua- 
fiile (4) ne dau imediat, observând că membrii “ai doilea sunt 
funcţii lineare de g': 


OO ode, диду wd, 
oq dq: — Àj q òg да 
Acestea constituese prima serie de identități ce vojam 
a stabili. 
Tot din ecuațiile (4) deducem 
ox! __ 02x dz 97 дг, òr 
àq atog Т om 949: ag 0 det: әд, 509" 
- о dr Im 4j ; 
însă, pe de altă: parte, cum - 20 este funcţie de t, g,, 92,.-. 9, 


avem direct, după regula generală a derivárii, 


my, òr or; OW 5” om oc, "s ipM", 
[Di òq . дадї ар aqq Ii 1 dq dq 4° сс? + буда LE 
Asa dar й ам я 


дт _ da ду n oy д _ д 
(6) 24 D: 24° 29 р, 247 д@ = D, да 


Acestea constituese seria a doua de identitáti de care vom 
avea nevoe. К zi 

10. Ecuațiile lui Lagrange. Metoda: multiplicatorilor dá ca 
ecuaţii diferenţiale pentru mişcarea unui sistem cu legături, 
ecuaţii de forma: о 


д) , of, 
mD = Х+ A x +... +з 
ЮУ eres е pe da xg ЕД 
Li дутор POSUER ду 
е T х Иол т 
nD = + жм. у. 


А " de д ду. 
Să înmulțim respectiv aceste eouafii ou vh te 90 ® 


dând cordonatelor ш, y, z toi indicii dela 1 la ^ iar pentru 
q considerând unul singur dintre indicii de la 1 la т, SÍ adu- 
năm toate ecuaţiile obținute, i 


Vom observa, сй în rezultat, termenii care conțin fn fac- 
tor pe À de un indice oarecare, sunt nuli. In adevăr, termenul 
care se găseşte multiplicat spre exemplu eu №, este 


дһ дт , Әһ ду | 0f дү yy dfi 
2 dx да з ду òq ar дз òq adică òq ` 


Ori, ecuația de legătură f, = o fiind identic satisfăcută 
când înlocuim în ea cordonatele æ, y, z prin expresiile lor 


(3), rezultă că ri este nul, ori care ar fi indicele lui g. 


Dacă punem prin urmare 
д2 (oy ду 2) - 
(7) ACETRE ETT 9. 
rezultatul în chestiune se reduce la egalitatea х we 
dr д : 02 
У^ (o, 27.50 + Dry. T1549 рғ. 2) =Q 
care este echivalentă cu cea următoare 
òx dy , IN (2.02 
D Уп (о ану Ara 2) Ўљ(:2. р КТ 
y. Didi +. D, Q 3 
şi aceasta, potrivit identitátilor (5) şi (6) se poate scrie 
òx! ду! ди da 
e ni«(emeskee)-reQud 
y 35. z )-9. 


oq! да! 
Să considerăm acum forja vie a sistemului 


т - і. У m (x? + у? + =). 


Inloeuind pe c, у, 2! prin valorile (4), T devine o fanc- 
~ йе de l Mp E 
t; Qis фаз ir Qv Qu see 0 
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„aşa că avem К 
ЕО Ai a дун, uy 22) 
м-ун P5 Эг , 


КЧТ ' / 
Ta т^ Xem ey +25). 


i òq 
лүү; ^ ecuaţia, (8) se poate serie pur. зі simplu 
oT oT 
Deag mc m. 


Dând lui g si lui g' toti indicii dela 1 la 7, obținem ur- 
шо sistemi de t ecuații diferențiale ача 


.oT 


De TA 6 5 
pum sie шуш 
Desc з 9 


^ 90; 


дт | 
Dis to 7 ө. | 
la care trebuie să satisfacă necmnoscutele Sv 4-2. dr. 


“3 


Acestea sunt ecuaţiile lui Lagrange. 

Din cele de mai sus rezultă, că pentru . a forma, acestă ecuăţii se va 
proceda în felul următor: 2 

1°. Se vor pune cele 3n ;eordonate 2; Y, z sub forma 


z= f @;4,4ь...4„), у= 406 ITE 28785 quo Qi. 9; ). 
2?/Be vor :6fGetuă “derivările parţiale {гг и M: dg 
òs ду дг . ‚ Òx ду x 


даў” да” gi М n да, 2E 32 


80, Se vor forma ron 1 
ду. (х= pă ze 
е = (х2 хош Y +29 Зд) 5-59 = $: TALK: 5 


49, Se vor calcula derivatele CE ale Gordonatelor ys in d 
de timp 


=; Mis ancore dee d | | 
M nimi ved ) i | 
m igis regra a'o CETERE D 
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Dacă (ceea ce este mai rar) X, Y, Z sunt funcţii şi е 27, y; 2, se 
vor introduce aceste valori în expresiile Qi, Qoses Qr. . ' j ] 
59. Se va forma 


T= Y + m (ah + y? + 22) 


obținându-se 
T=F (tiq, asedii qi, ае 910) Е 
60, Se va calcula 


дт дт oT 


т OT дт әт „дт oT ÒT. OT дт 
дд. ' да, E ИТА Di Di 


5 О D io e 
да! г ТА 0g, Òg дд, 
: 70. Se vor serie ecuaţiile Jut “Lagrange, care vor trebut integrate. Va- 
lorile: фү,...,› gr se vor purta în expresiile cordonatelor z, y, z dela nu- 
mărul 1°. p. : 

11. Observaţii finale. 1) Componentele- X, Y, Z fiind ín 
general funcții de t, de.cele 3 m cordonate v, у, 2 şi cele 3n 
prime derivate a; y', zl, devin, prin aplieajiunea,. formulelor (3) 
şi (4), funcții de t, de qi» 925: - qr $i de qs Q23:* . q. In 
consecinţă, cantităţițe Q definite prin formulele (7) sunt funcţii 
cunoscute de aceleaşi variabile. I е0 

Pe de altă parte, potrivit expresiilor (4), forța vie 

л ЕТ slot ds 
T-- J m+ y? + CH) VN 


[ЖА 

este,o funcție de gradul al doilea de q^» ф»,... gl, . Derivata 
от еме prin urmare о funcție lineară de aceste” variabile. 
Operația D; introduce apoi derivatele de ordinul al doilea g”. 

Aşa, dar, în definitiv, ecuaţiile (9) sunt т ecuaţii diferenţiale 
simultanee de ordinul al 2-lea, determinând r cantități Q1, 9› 
... qr în funcţie de t si de 2 т. constante arbitrare. 

2) Din egalitatea З 


am „ду az 

Q = (хо * Yon* 25) 
deducem с. ш : : y 
mur Од = (хт qd, ^. Za). 


Membrul el doilea al acestei egalităţi reprezintă ` trayaliul 
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forţelor direct aplicate, intr'o deplasare virtuală unde toţi pa- 
rametri 9 rămân constanti, afară de qı 

Aşa dar: Fie care dintre cantitățile Q, este cátul prin 
òq respectiv, al travaliului forţelor direct aplicate Într'o de- 
plasare virtuală unde nu variază decât q. 

3) Să înmulţim ecuaţiile (9) la rând, cu 2g, ..., 8gr şi 
apoi să le adunám. Obtinem | 


(a) у (0.27 — т ЕТ òg = $93. 
Ori, ® Q 2 reprezintă travaliul virtual Z(Xàx + Y8y -+ 282) 


al forţelor direct aplicate; deci, comparând egalitatea (a) cu 
ecuația generală a Dinamicei 


(8) у= («в òx + Угу + г) = 3 (Xs c Үду+ 282) 


conchidem că ecuaţia (0) reprezintă însăşi: ecuaţia, (8) in care 
s'a, înlocuit totul în funcţie de cei r parametri 9). 

4) Dacă forțele direct aplicate admit о funcție de forțe 
U, vom avea 


òU dU dU 
şi formula (7) devine 
òU 22 òU òy òU 225) _ 2U, 
D= у (2 + Фу op Aia 02 00) да 
"In consecinţă Ne (9) se seriu ` 
UOT ò(T+U) 
Dii ————— 
СТА да, : 
p,T, 2 20-0) 


aq! C EA 
òT — Oo(T-FU), 


р, dq, 90, 


1) Aceasta rezultă de altfel și direot din simpla observaţie ok ori 
transformăm ecuaţiile mișolret puse sub forma multipltoator!lor lu! Lagrange, 
ori transformím prin acelaşi procedeu ecuația generală a Dinamicei (B) din 
care se deduc ecuaţiile metode! multiplieatorilor, rezultatul nu „poate A decât 
același. $ 
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. 


IV. ECUAȚIILE LUI HAMILTON. T 


12. Ecuațiile lui Lagrange (9) care sunt de ordinul al 
27е, pot deveni de ordinul Г" dată se consideră 0, d» 
фт сат noui neeunoseute: definite prin ecuafille.. .i. .. 


(10) Dig 2d, Dig = di ө) Diq = qi: 
` Se obține atunci un sistem de 2r ecuații diferenţiale de 

ordinul 1-iu coprinzând primele derivate alè funcţiilor g si q! 

Printr'o anumită schimbare de variabile, Hamilton a în- 
lotuit acest sistem printr'un sistem de ecuații zise canonice, al 
cărora rol este fundamental în Mecanica analitică. 

Vom presupuńe că legăturile sunt independente de timp 
și că forţele direct aplicate admit o funcție de forțe 1). 

18. Legăturile fiind independente de. timp,  cordonatele 
v, y, 2 nu mai conțin în, mod explicit pe t. In consecinţă, ex- 
presiile (4) ale derivatelor 27, y', z' ап primii lor termeni 
2, n E nuli şi sunt atunci funcții omogene de gradul 1-iu 
în ` raport deg’, g'z, ‘sgr aga ck forta vie Т. este funcţie 
omogenă: de gradul al. 2- ш Ат ` ràport .de aceleași 'văriabile;: Оа 


oT oT tel ap ets 
urmare, derivatele parţiale 27 ЕДЫ ЕГА оосор dun fünefir li- 
neare de 9, Qa,- qr. in 
Sá punem i ` - 
òT TA ота 
SEA ар РУ ро; a 


şi rezolvând acest sistem de' ecuaţii în raport de qd, @%›.--›т 
să purtăm valorile aflate în ecuaţiile (10) şi (9). Să vedem ce 
‘devin aceste ecuații prin ásemenea transformare. . ' 

Forța vie Т şi cantitățile Q í dare erau funcții de variabilele 


Qi, Qoo | 1 
91395005), $t 


1) Transformarea lui Hamilton presupune ой componentele fortelor di- 
rect aplicate sunt derivatele parţiale în raport de cordonate ale unei fanoții 
U de cordonate și de timp, sau ой există o funo(le.de forte U gare depinde 
atmnei numai de cordonate tar nu şi de timp. — Cazul cel mal interesant 
pentru aplicațiun! este acela când legăturile sunt independente de timp iar 
forțele direct dplionte: admit o funoţie de forțe. 


24468 — 17 
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vor deveni funcții de 
8 io. Qas so... Qr 
Pis Pay o pre 
Cum derivatele lui T în raport de variabilele q спи sunt 
aceleaşi. când. Т este funcţie де g şi q' sau când este funcție -de · 
q si. p, vom însemna, pe cele dintâi prin ( $7) iar pe celelalte 
; oT j 
prin Za xü 
Ori, T fiind funcție omogenă dh gradul al 2!® în raport 
de de Q'»,... 9, avem identitatea 
т. oT - 
2T aps dq det e of in р 
şi prin urmare, potrivit egalit&tilor (11), 
2T = pgr t mdi tp 
ceea ce se poate serie & Ж 
т = = pid + Pofa +- prr Т. 
"Să. diferenţiem ambii membri ai .acestei ; ecuații, conside- 
rând pe Т din membrul al doilea „ca US de variabilele g 


şi у. Obtinm `= . jq 
dT = p, dd, + pa dg's aS ria pr », d, 
Bun dp tin es TEL 
-() 07 э) 4n = (Ga) dar 
oT ori Ax oT. 7 р 
7 Od dq. Tq dq, bc дат йй» 


“Таза, potrivit ера ог (11), termenii. liniei а 4* distrug 
pe aceia ai liniei 1°; așa dar 


(12) CLERC OT dpa + -> А 


oT 
=з) у= 37 44 mel ы ar dar À 
„Pe de altă parte, dacă dd pe T ca боне de i 
gi 9, avem : 


әт 
(13) З ат = iy n ax t i» T dp, + e et dp. 


физи y L 


2 


za, an iti PL UE 


> 


Dih comparaţia celor două expresiuni (12) şi (13) ale di- 
ferenţialei totale dT, rezultă 


oT — oT _ oT , 

ap d» dp 2? e —-0r 
TAE TA TUO (Т 
да, =з ^ 09, (М н эк” C Mgr 9) 


ecuaţii се se pot scrie, prin prescurtare, > 


y 

a4) d 
a. Qm) 
dq | dq 


Ca concluzie finală, potrivit formulelor (11) si (14), ecua- 
iile (10) şi (9) dobândesc, prin transformarea, efectuată, дее 
două forme 


У 


(ifs 


(15) 
D: р. OT =Q. 


Dánd literilor p, q, Q, în n timp, toţii indieii de 
1 la v, vom obţine un sistem de 2 ecuaţii diferenţiale simul- 
tanee la care trebue sí satisfacă cele 2r necunoscute p şi Ep. 


14. Să presupunem, ре de altă parte, că forțele direct 
aplicate : admit o -funcţie de forțe. U -Vom avea atunci, ‚ dapă 
cum s'a arătat la finele capitolului precedent, s 


oU 
Q- X 


aga că а doua din ecuaţiile (15) devine 


T—U) . 
D; p + D. = 0 


Insfárgit, dacá punem 
T-U-H 


gi dacă observăm că U fiind funcţie numai de cordonate nu 
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contine vaxiabilele: fy avem T E, şi ecuaţiile (15) se vor 
Н VP xi 


др 
putea, scrie 


oH 
Dig = [p 
(OH р Gd 
м А: Di Ps да. 
ceea, ce este echivalent cu 
` dq _ òH ар _ aH 
(16) dile Эр , dt^ — ET а 


Dând literilor p si g indicii Ti, 2, ..., т se óbfine ur- 
mătorul sistem de 2r ecuaţii: i $ 


7 | р CURE. 
нуе уыс Uam. 
- d ФУ d dq , A 
| 5 
dqr oH dpr РОН \ 
: dt -_ Dpr., dt даг 
< 1: Aceste, ecuaţii date de Hamilton ал primit numele de 


ecuaţii. canonice. ale „mişcării. Ele prezintá snb forma cea mai 
generală. ecuațiile unei probleme de Mecanică, în care integrala 
forțelor vii îşi аге aplicațiune (legături independente de timp 
şi fnnetie de forte). Se. vede, că două proþleme de acest gen nu 
diferă ;una de, alta. decât prin numărul.. variabilelor şi. forma 
funcției Н. 


In mod practic, pentru formarea ecuaţiilor lui Hamilton se va pro- 
ceda în felul următor : з 4 
1? Se formează В 
ШУР! Масса пуз! 
т=Е(ш, обслу CD DC BC ө, > кф.) 
ea pentru ecuaţiile lui Lagr ange. | 
20 Se ealeuloazk derivatele Т, 377 şi se soriu couațiile 
| дТ. дт 


O жЕр, a = pr 
д, ^: "04, 


"Care вө red0lyl în тарип! de q! Y gii sine 9h. iy i- 
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` 

3% Valorile g' astfel determinate se introduc în expresia. forței 1, 
саге va deveni o funotle de qis as.. ., 0. 8 Pireo., р, 

4° Se va exprima funcția de forțe” U în funotle de variabilele g, , 
9а, +++, 9, Ф че va forma diferența H — T— U. "c с с ' 07 

50 Se vor calcula derivatele 

дн [2:0 БЭР УЫ це. ди 
др ° др i да, id dan. i 
si se vor sorie ecuaţiile lui Hamilton care se vor integra. 

15. Notă. Plecând dela ecuațiile (16) putem. regăsi inte- 
grala fortelor vii. In adevăr, potrivit acestor ecuații, avem 

дн dp `дн dq ! 
ds di ШО" 

Adunând cele 7 asemenea ecuaţii, ce se obţin dând varia- 
bilelor р și q indicii 1, 2, ... r, găsim, că i 
D: H=o adică Н = const. 

Ori, H=T— 0 sa H.— T-- V, însemnând prin V 
potențialul. Regăsim astfel următoarea teoremă: Când legăturile 
sunt independente de timp și când forţele direit aplicate admit 
un potenţial, вита forței vii și a potenţialului rămâne coti- 
stantă pe tot timpul mișcării. х ME E 
E V. TEOREME ASUPRA ECHILIBRULUI 

SISTEMELOR: MATERIALE. ') 
Teoremele care urmează sunt referitoare la sistemele supuse 
là legături independente de timp şi solicitate de forje ба 
. admit o funcție de forte. - SANE 
16. Teorema I. Ori ce poziție а “sistemului, pentru -care 
funcţia de forje este maximă sau minimă, este o poziție de echilibru. 

Fie, în adevăr, О (xj, у, £1 3 «3 Zn, Jn» 25) funcţia de 

forle si f, —0, f;—9,..., fk 0 ecuaţiile de legătură. 
i Dacă un sistem de valori (2, y, z) face pe U maxim sau 


1) In mod logie, chesttunile de cohiltbru ar fi trebuit toate înglobate 
ín Partea Il-a a cursului, la oapttolul Zohilibrului Sistemelor Materiale, 
Chestiunile do faţă nu puteau f! însă aşezate în acel loo, deoarece se bazează 
pe considerente -de Dinamo a sistemelor materiale. б, à 
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E 
minim, avem după regula analitică cunoscută, pe de o parte 


dU=o 
iar pe de altă parte 


аһ =0, df,—o,..., dfy = о. 


Avem, adică, următoarele ecuaţii la care trebue să satisfacă 
variațiile eordonatelor: 


1 oc de + 50 ду + © da) = o 
осу o 


дүк 23 p 
Ya dy + % oa 


.Ori, înlocuind ре dz, Ду dz prin дт, бу, дг -ecuațiile 
acestea, sunt „tocmai acelea pe care le-am obţine dacă am ex- 
prima că travaliul virtual al forţelor direct aplicate este nul 
pentru orice deplasare compatibilă. cu legăturile, Ele. exprimă 
deci cazi de echilibru a sistemului. 


. 17. Teorema II. :Qrice poziție a sistemului pentru care func- 
fía de forje este maximă, este o poziție de echilibru stabil. 


O poziție de echilibru este zisă stabilă, dacă deranjánd 
foarte puţin sistemul din poziţia de echilibru, și abandonándu-l 
apoi acţiunii forţelor, după ce mai întâi s'au imprimat punctelor - 
sale viteze foarte mici, deplasările punctelor rămân necontenit 
foarte apropiate de poziţiile lor de echilibru. Cu alte cuvinte 
se pot determina astfel de pozijiuni vecine de poziţiile de echi- 
libru si astfel de viteze ce să se imprime punctelor, încât de- 
plasările "acestora, sub acţiunea forţelor aplicate, să „rămână 
coprinse între nişte limite date, oricât de mici. 

Să însemnăm prin literele a, b, с afectate de indicii dela 
І Ла n, cordonatele punctelor în poziţia de echilibru şi. prin 
literele 0, B, ү afectate de aceiaşi indici, creşterile cordonatelor 
a, b, c, când se trece dela poziţia de echilibru la o:altă po- 
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ziţie a sistemului. Pentru această din urmă poziţie, valoarea 
funcţiei de forţe poate fi pusă sub forma!) 

U (ata, 5+6, c1; ...) = 0 (a, b, o; .. ) – 6, ё, T; us 
şi, prin ipoteză, U (a, b, c; ...) este un maximum. 

Vom observa cá funcția Ф se bucură de proprietăţile ur- 
mátoare: 

1° ea tinde către zero, odată cu a, B, q; ...; 

20 ea rămâne pozitivă când а, 6, 1; ... sunt destul de 
mici şi, în particular, când sunt mai mici decât limitele date, 
pe care le vom însemna prin l, m, n, .., în valoare absolută. 

Aceasta stabilit, să deranjăm puţin sistemul din. poziţia 
sa de echilibru. Fie a- ao, 54-6, сто; ... noile cordo- 
nate ale punctelor. şi i 

U (a;b, cj.. ) — p @, Bos то «i -) 
noua valoare a faneţiei de forte. j 

In această poziție, considerată ca poziție inițială, să dăm 
tuturor punctelor viteze foarte mici, abandonând apoi sistemul 
la acțiunea forțelor ce-i sunt aplicate. Sistemul se pune în miş- 
care; fie a+a, b+B, c+y;... cordonatele punctelor sale 
după un timp oarecare ? si д 

U(a,b,c..)— Ф.(9, Ё, ту), E 
valoarea, respectivă "a funcției de forţe. i 
Insemnánd prin T forţa lui vie din acel moment si i prin 
Te forţa, vie corespunzătoare, poziţiei iniţiale, avem potrivit 
teoremei forţelor vii: 
Т+е(@,@,т;...) = To +P (dos Во, To; ---) 

EN T—T, +o (ао, Bos 105) — P (8,6. 15.5). 
-In oh (быб ..) să dám lui а valoarea sa limită 
1 gi să variem pe B, v;... între limitele lor —m la +m, 
—n la n; ... însă fără a atinge aceste limite: Să dăm apoi 


) se va înţelege U (ata; bitHRi 
şi aga mat departe. 


1) Prin U (ata, 24-8, ede 
erp eee; antan, Dri Bn. п-п) 
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lui a: 'valoarea —- 1 şi să repetăm aceiaşi operație.. In locul lui 
a să luăm acum ре B, căruia, să-i dăm succesiv valorile. limită, 
Чт 91 — m; variind celelalte litere între limitele lor fără însă 
a le atinge,. şi aşa, mai departe, Fie А cea mai mică dintre 
valorile pe'care le va lua funcţia prin asemenea operaţii. 

Să alegem poziţiile iniţiale ale punctelor și forţa vie ini- 
fi&lá T, aga: fel încât 


Же KORS E. T, + (ш, bo» To; e» CA 
sau, i Жы; 


(2) bis To + 9 (а, Bos Тоз.) = А—в 
s fiind pozitiv. © ` i 

Aceasta este totdeauna posibil căci funcția ф (t9, Bos 

. Toi...) tinde spre zero' odată cu creşterile ар, Bo, Toj...) gi 
forța vie T, tinde şi ea spre zero. odată cu vitezele. inițiale date 
punctelor, | ; у AUE inns. 

o. „Zic, ей dacă condiţia (2) este îndeplinită; atunci a, B, y;... 
пи vor. putea atinge limitele- l, m, т;... luate | pozitiv. sau 
negativ. o o ту A ux 
` In adevăr, dacă una dintre ele ar atinge limita, sa. respec- 
бүй, atunci funcţia р (0, В, Ti...) ar deveni cel puțin egală 
cu A şi atungi egalitatea (1), ţinând! socoteală de egalitatea, 
(2) bis, ne-ar da ion «s f 
t T—(A—s—A-—-e" 
adică T ar fi negativ, ceea ce e imposibil. 

In coneluziune, condițiile iniţiale pot fi determinate аза 
fel ca deplasările să rămână coprinse între limitele date, ori ^ 
cât de miei ar fi acestea, și prin urmare echilibrul este stabil. 

` Demonstrația de mai sus a fost dată de Lejeune-Dirichlet, 

Dacă în loe de funcţia de forte U, considerăm potentialul 
V= — U, atunci teorema II: se enunță fn felul următor: Ori 


ce poziție a sistemului pentru care potenţialul este: minim, este 
o poziție de echilibru stabil. i 


18, Aplicaţie la sistemele grele. S& considerăm na sistem 


—— E 
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cu legături independente de timp şi să presupunem. că atest 
sistem este supus numai acţiunei greutăţii. 

Dacă P este greutatea totală si 2 înălțimea centrului de 
greutate deasupra unui plan orizontal de comparaţie, potenţialul 
este Р 2 gi toate poziţiile pentru саге z este maxim sau minim 
sunt poziţii de echilibru. In acelea unde z trece printr'un) mi- 
aimum, echilibrul este stabil. / 

Ca exemplu, să reluăm problema cu bara sprijinită pe 
două planuri înclinate. 

D fiind. mijlocul barei, poziţiile de echilibru yor cores- 
punde. maximului și minimului 
неї Dd. 

.. „Punând: АВ=21, Dd—H,: 
lÀ-—c:si IB=a, figura ne dă 
imediat ! 

2H = Aa + Bb = v sina + 2! sina’ 
9 

z ра а LH 
sin («—8) . sin(e--8): 7 sin(a—o) ` 

-In consecinţă, ОТ onim йл? fom 


ru Rep [sin a sin (2 — 6) + sin sin (a + 6)].: 
Y н Anulánd prima derivată, se obține o 
— sina a cu (o! —0) + sin a! eos (0, + 0) =0. 1 
de unde se deduce нп za hi 


__ sin (a—a) 

3 tg = asina. sina! 
Echilibrul este ne-stabil, căci înălțimea Н corespunză- 

toare reprezintă un maximum 1). Y AE. 
Dacă în loe de a se sprijini pe planuri, extremităţile barei 


—— 


- , ; " 

!) Derivata a doua — sin 0 sin (a/—n) esto negativă pentru valoarea 0 
găsită. Inlocuirea în această derivati a lui sin @ în funoția de tgo, ns dă, ln 
adevăr, o fraoție al căreia numitor esto pozitiv tar nuniărătorul egal! ou 
— sin? (0/—о) дәсі negativ. 
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sunt obligate de a rămâne pe un cere, se obţin dou poziţii de 
echilibru AB şi A'B', dintre care АВ co- 
respunde la echilibru ne-stabil, iar A'B' la 
un echilibru stabil, | 
Echilibru indiferent, Legkturile unui 
sistem material greu, asupra căruia nu 
lucrează alte forțe exterioare în afară de 
greutate, pot să fie astfel încât centrul de 
greutate al sistemulvi să: rămână necon- 
Fig 156 „tenit întrun același plan orizontal. Un 
asemenea sistem este în echilibru în ori 
şi care; dintre poziţiile ce poate lua în virtutea legăturilor, căci, 
variația corespunzătoare a înălțimei H fiind egală eu zero, avem 
totdeauna d V = o. Echilibrul în acest caz este zis indiferent. 
Exemplu: o 'sferă grea, coprinsă între cele 2 planuri ale figurei 
de mai sus. 


УІ. ASUPRA ENERGIE] POTENȚIALE. 


Fie un sistem material supus numai la forie interioare si 
să presupunem că aceste forţe admit un potenţial: V; , саге re- 
prezintă după cum ştim energia potenţială a sistemului. 

Ori ce poziţie:'a sistemului: pentru care V; este minim, este, 
dupá eum am vázut, o pozitie de echilibru stabil Sá considerám 
dintre valorile minime ale lui V; , dacă sunt mai multe, pe cea 
mai mică dintre ele. Putem întotdeauna; admite că această va- 
loare este nulă, căci prin definitiune 


Vi- —Ui t0 

şi putem dispune de constanta arbitrară C aga fel ca Vj să fie. 
nul, pentru una din poziţiile sistemului. Fie Cm valoarea acestei 
constante. Pentru toate celelalte poziţii, V, va fi atunci pozitiv 
şi egal eu — Ui + Cm, А Е 

Când sistemul trece dela о poziţie oarecare S de potential 
egal eu V; , la .poziţia Sm corespunzătoare lui minimum mini- 
morum despre саге ат vorbit, avem, însemnând prin $$; travaliul 
forțelor interioare, . 


©, = (= U; + On), — (= Ui + On) Sm 
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adică, pentru că termenul din paranteza a doua este nul, 


` 


, w = — U + С = Ү;. 


Cu alegerea făcută pentru valoarea constantei C саге intră 
în expresia lui > V; , conchidem că energia potenţială a unui 
sistem, într'o poziție oarecare, corespunde travaliului ‘forțelor 
interioare când sistemul trece dela poziția considerată la aceea 
unde energia potențială are cea mai mică valoare. Găsim astfel 


o semnificare mai precisă а ener 
exprima în felul următor: 


giei potentiale “care se poate 


Energia: potenţială: a unui sistem; pentru: o 'poziție ‘oarecare: 
este ce/ mai mare travaliu pe care pot să-l/ producă forţele interi- 
oare cu începere de la poziţia considerată. 


Me oat 


EOM 


пелени) 


"iuli, ponsi 


y 


ju 


saci sbafeM | 
> t | perve 


SEN HA Irivnsg 


DI. APLICATIUNEA DIFERITELOR METODE | 
„LA REZOLVAREA UNEI PROBLEME DE DINAMICĂ. 


PROBLEMA |. 


Să 'se studieze mișcarea sistemului format de două puncte 
grele M, și M, pe planurile înclinate А, В,:В A,, punctele fiind 
legate printr'un fir flexibil și inextensibil și presupunándu-se că nu 
există. frecare. ^ 5 


Fig. 157 


1°. Metoda forţelor. de legătură. Fie T tensiunea firului; 
punctul M, trage de punctul M, cu forţa T aplicată în M, şi 
invers, M, trage de M, cu aceiași forță T aplicată în M,. 
Mişcările punetelor pot fi considerate са efectuându-se liber pe 
direcţiile BA, si ВА», sub acţiunea tensiunilor şi a componen- 
telor greutăților pe aceste direcţii. 

Ecuațiile mişcărei vor fi deci 


(1) m, ш = m g sin a — T 
| да i PENE 
(2) M, ga = то 9 sin da — T 


cu ecuaţia de legătură 
(3) ар ttl 
însemnând prin і lungimea firului. 
Mai putem zice că mişcarea este aceiaşi oa gi oum puo- 


— 269 — 


tele s'ar mişca pe aceiași "dreaptă -Ox sub -acțiunea serială 
m gànd — T $ m, g sin a; — Т cu condiţia x, + x, =], : 
Cum: din emajis (3) deducem. . z ^ M, m 
un O CEI ii 
ae =- cec (2) se poate pe М: 
à : c UEM) Fig. 158 
scrie 


ч d2 A Tr 
(2) bis ma i5! = — m, g sina, J.T 
si eliminarea lui T Între (1) şi (2) Pis ne dă 


dz, 
дп (m + то) = m, g sin a, — mia g sin а, 


de unde жо, х A UE 
(4) dz: g(m,sine, — m, sin аз) 
; de mitm 505 078 


Membrul: al doilea fiind. constant, ту prin integratiune 
i .g (m, sin «, — Ma sin: оз) 
2 m; + m, 

Mişcarea este deci uniform variată. Avem de altfel, c = v, 
$i с = жу, însemnând prin v, si Za viteza, şi abscisa inițială, a 
punctului M,. : i : 

Valoarea, lui x, este, potrivit ecuatiei de legătură, egală 
eu l— z. 


2 = 


Badio 


Putem calcula și tensiunea T. Ecuația ` (1) ne dà î in adevăr 


LEA 


T= m, g sin a, “т, E 


dr д 
şi înlocuind, pe da prin expresia sa (4) obținem 
24 ^m Sin a, — m SİN оз 
Tm, c sin 01 шиа css ) 
adică 12) si 
T= m, m, g (sin «, + sin оз), 
m +m Ё 
“Tensiunea este deci constantă pe tot timpul mişcării. 


20, Aplicația teoremelor generale. Sistemul fiind din cele zise 
cu legături. complecte, nu avem nevoe decât de o singură ecuaţie 
pentru determinarea mişcării. Vom aplica teorema forţelor vii. 
Ea пе va. da soluţia, căci. pe de о parte шшш fiind inde- 


& = 
ем аА eua diui 
AS E. cm DER pan E 

= e aa E 
e E а= укелан араа la s 

З E S эл” 
"A "— 
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pendente de timp nu vom avea a ţine seama de forţele de le- 
gătură, iar pe de altă parte forțele direct aplicate admit o 
funcţie de forţe asa că putem aplica direct integrala forţelor 
ўй: T =U + const, U fiind funejia de forte. 


Ori, cum ecuația de legătură ne dă б, = = gi deci 
ах, V? do, Y 
wb) = (az )> avem 


ті 


TT (m, + ma) 25): 
Pe de altá parte, А 
U = (m, g sina) 55 + (m, g sin 44) £3 
sau, înlocvind pe 2, prin ф—ш,, | р 
" U = g (m, sina, — m, sinas) z, + m, gl sina : 
Integrala -forţelor vii este, în consecinţă, 


1 da, V? 7 à Р 

76 (m, + тз) 22) = g (m; sin a, — mi, sin 43) vıtk, 
însemnând prin k o constantă arbitrară. m 

Integrafiunea acestei ecuaţii ne conduce la acelaşi rezultat 
ea ecuaţia (4) de mai sus. In adevăr, dacă o derivăm, obţinem 


A da, d?x, 


4 : Pun da,. 
(m + m) рор = g (m sina, — m, sin a) д 


dt 


adică, simplificând, 


de, _ g(msina, — m, sin аз) 
dt? т, + m.: 


` сате este ecuația (4). 
3%. Aplicatiunea principiului lui d'Alembert. 
.8) Dacă n'ar fi mişcare, ecuația de echilibru ar fi, evident, 
m, g Sin 0 = mgg sin € à 


deci ecuaţia mişcării este, introducând forțele de inerție, 


] йд А dix, 
m, g sno, — m, "n mg g SÌN dy m ma E 
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adică 


dix, 


g (m, sin a, — m, зіла) = (m, + ma) 777. 


b) Dacă aplicăm ecuaţia generală a Dinamicei, care ex- 
primă că suma travaliurilor virtuale a forțelor direct aplicate şi 
a forțelor de inerție este nulă în deplasările compatibile cu 
legăturile, obţinem 


: diy, d 2, 
CTES E Su) 9x, -- (n. gsin A — mp2) aa, =o. 


- ; dir, di 
Cum însă да, = — да și di ee ds. , ecuaţia se scrie 


2, 
[+ (m, Sin a, — mo sin aș) —:(т + т„) e m = o. 


Oóeficientul lui да, trebuind să fie nul, rezultă 


& Hn ea dz 
g (ту sina, — masin а) = (m, + mj) шз 


c) Putem apliea si metoda multiplicatorilor, dacă, după 
cum am explicat mai sus, asimilăm mişcarea cu aceea care ar 
avea loc în lungul aceluiaşi ax Os. : 


Aplieatia numitei metode ne dă 


dix, of 
Tu cq = ma g sint +À ai 
adig 5 д u 
a = Th, i goin aa RS X3 2 : 


e d. PS i Hi = d 
Ori, f= а + r — l; deci às, = d, = 1 asa încât 


d. . 
т “де > тыд зїп +À 


= m, g sin a + А. 


та аа 
Regăsim astfel ecuațiile (1) şi: (2), A reprezentând ре—Т. 
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4*. Ecuatii Lagrange, Avem zı F v, = 1. Să punem de la 
noi z, — 2, =: Obţinem astfel sistemul |. 


atat, а= 
din care rezultă ` : ат ке! 
a амы anna 
giebt. a, = 0. 


In consecință, 


(aa анын оао (0 
òq 223. д0 TI 
de 
dz B, 1 à 
Q-XX- y -mgsins.-.mgsina (—-5) 
adicá 
1 ^ : 
IQ — ET g (m, sin A, — m, sin в). 
Pe йе altă, parte, my tud А vy 9 „şi врахо 
ri аргал ` at n 
T-Ż3 та” 2-39 Jam a 


adică i 
: 1 i 
T= з (mi +m) à. 
Din această eed A forţei. vii, reiau tă 
oT oT 
a x T 1- (m, 4- mj) q' 5 me T= i (mtm) 4 "- 
E lui Lagrange este astfel 


A (m, 4£mi;) SI = = d-g (m, s sin 1a, — m; sin a) 


sau ^ T b » 
. dq Mı Sina — m, sin a, 
Poon, ибне. u dia ё mma: ине 
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din care rezultă, prin integrafiune, Н 
my Sin a, — т, sin a. 
m 1=9 — xn, ance Pel At am 
v. Jntxodueánd această valoare în expresiunea. lui, z, j găsim 
g (m, sin a, — ma sin оз) nm 


1 
e PT m, + m, 


Ü- ct c. 


50. Ecuatii Hamilton. Plecând de la expresia de mai sus 
a forţei vii: Gli! suit ol 


T { 
Т2 (m t mj) 9° 


vom pune 


ет. 


де unde муур bengu олара 


/ v 4р hi 
as A = m; + m, 
şi, са urmare, SOS | 
DM рК ү: pa. 
- (m чр т) Cm, mg тъ 9 ) (0 т m, 


= Sa 


Pe de altă parte 


А serais ы К m 
U = m,ga,sind, + m,g2,81n 05 -g(m sin a, 259 + та sin da z35) 
4 ` Hm Y 7 "T D " vat 


deci >- Piero te y 34 


= 
ү H=T— U= a mm, 29 (m sins; EP + ma sin a э). 


şi în consecință ^ ` поа КЕ = STR 


ӘН 4p, Ha i y (m sina — m sinas). 
"p m, + m, ’ òq 2 CA E i M га): 
CUN lui Hamilton vor f ire TM 
'. 4 = = s Cac p tt а amine mina). 
ms SEN 


24468, — 18 
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Ecuația a doua ne dă 
1 wie А 
р=-у g(m sina, — m, sin a) t+ A h (m + т») 


“fiind 'o constantă arbitrari. Introducând ʻaceastă valdare în 
ecuaţia întâia, obţinem 


dq  2g(mjsina, — m, sin o) 
di 


m, + т, + 


sta ы. met hoa 1 

de unde rezultá 

m, Sin ce, — m, sin ag ge 
m, + т, 


+м+\М. 


PROBLEMA II. 


COSS EC y MES 
Să se studieze mișcarea întrun plan vertical ‘а unei baré 
omogene, supusă greutăţii și acţiunii unui cuplu. 2 


Fie l атат ic Ne având a compara densitatea 
barei AB cu aceea a unei alte bare de aceiaşi lungime, putem 
presupune densitatea; egală, cu unitatea; vom lua, în consecinţă, 
са eleinent de mass elementul de lungime di si atunci massa 
barei fiind egală cu Z, greutatea ei va fi lg. Vom presupune, 
însfârşit, că cuplul este reprezentat prin două forte F egale si 
de sensuri; opuse, . perpengieulare în А şi B pe direcţia 'barei; 
momentul cuplului va fi deci FI. 


1°, Mişcarea centrului de greutate. Cum, ou поба е obig- 
nuite, ayem.,Z X —0, si, LY = — 19 = const, E determina 
mişcarea centrului de greutate, 


5 
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Eouafiile mişcărei acestui puhet fiind 


dia : d?b 
5-9 la — 9 
deducem 
a=ct+o, =- l géd d. 


2*, Teorema momentelor cantităților de mişcare. Centrul 
de greutate G este evident la mijlocul barei. Să ducem prin б 
sistemul de axe 276 y! paralel cu «Oy. Cum mişcarea punc- 
tului G este cunoscută, cunoaşterea mişcării barei nu mai pre- 
tinde decât determinarea unghiului Ө de p figură, în funcție 
de timp. 

Să aplicăm teorema momentelor cantităților de, mişcare, 


„în raport de sistemul mobil 2/6: 


а) £s и) У@Ү—уХ). 


M fiind un punct oarecare а] barei, să panem, M = =r; 
vom avea 


a = тсозб, y'—mTsin0 ' 
da ere LO dy „d, 
wi > "9120: ' "i 7765975 


Pe de altă parte, momentul greutăţii lg este nul în raport 
de wx iar momentul cuplului este egal cu FZ. 

` Formula (1) in care elementul de massă m este egal cu 
elementul de lungime dr, se serie în eri ! 


4 ya (т соз 0 20 + т? sin? Ө — 2) = FI ' 

adicá ; \ 
d Ут а= КЇ. 

Insă —- fiind acelaşi pentru toate punotele barei, iese de 


sub semnul 2, iar suma Ў т? дт trebuind 'efeotuată asupra tuturor 
elementelor dr ale barei, dela A la В, devine integrala dife- 


MK În a 
renţialei 7?dr luată între, limitele — -y it gr: Sfinte 


— 270 — 


Avem deci 


П 


Ali 
Hog di... 
di (<a | үе 


şi, prin efectuarea derivării şi integraţiunii, 


з d% 426 12Е 
dE. da > =F} sau r0 А 


fusemnánd prin A ciem constantei ЗЕ : -Dedueem: 


Bo 1 AP EE M. 
l problema este: deci complect rezolvată: 


3% Teorema forțelor vii. Să aplicăm teorema forțele vii 
îi mişcarea, relativă 1 T jurul punetului G: 
d ii — mv = P (X ах v t Yay) 


sau, mai pe scurt, 
\ aT 3 ©. 
Avem ' 


No 


у=, Сз к-лар aaa f$ 


Ig: к 


т’ 
з (а). 
An се. privegte pe d v, ştim, cá find. vorba де o rotaţie, 
travaliul elementar al -unei forţe este egal cu momentul forţei 


în raport .de axul: de rotaţie, înmulţit cu deplasarea unghiu- 
lară elementară. Deci. 


4% = Fldb. 
Aplicația formulei (2) ne dă prin urmare, \ 
A (8 ,d04? = 
(3) . d: 3r (T) = FI 40 
sau, efectuând шскеп аге şi siniplificánd; 
di 12F 
UP үр 


valoare identică сп aceea obținută mai зиз. ` 
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3^ Notă, Evident, că in loc de a -efectua diferenfiarea în 
ecuaţia (3), putem ajunge la rezultat si prin integrafiunea di- 
rectă a &cestei ecuaţii. Ea se poate serie, în adevăr, - А 
4 (ж) == 2 Ad, uh punánd А = EE у. x 
şi integraţiunea ne dă JS VAR 
CS 


Deducem succesiv 


T  2Ad  . БЭ Ө ТЕ, 
Ф—үзАб E D Fey Ай, V2 A0 4- I = А ЕЁ, 
а ааны 
de unde: 7 
) у - => = 


sau m id 1 3 il } { if E 


ru sem ded 


k 
2A 
Deci коеп ехргезїе ca la No. 20, 
> PROBLEMA Ш. 
Să se studieze mișcarea íntr'un plan vertical а unei bare 
omogena. și grele, extremităţile А și В ale barei fiind respectiv obli- 

gate de a descrie “verticala Оу și ori- i, ошто s 
zontala Ох. А о 
x M find un punet oarecare al ba. 
rei, vom pune AM — si vom însemna — — 
prin | lungimea barei. Elementul de 
massă va fi reprezentat prin dr, ca 
şi in problema precedentă, greutatea 


punând 


ч: 


barei fiind egală in consecinţă eu lg. р; Da 
870 i i f ccnl e i 
Avem 
А ч 
2 = rsin , у = (1— т) соз 6 Fig. uo 
d 
d. rm reos. q Lu ез W — — (I — r)sino - 9 


pom mareata) С), 
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Punetul.I fiind i instantaneu de rotaţie, putem scrie - 


că v-IM.e. Ori v= Li iar IM^ în triunghiul IAM este 
.toemai egal cu ^2 4 12 sin? 0 — 2 dr sin?0. 


1°. Teorema cantităților de тівсаге, Fie P $i Q acţiunile 
normale ale dreptelor Oy si Oz asupra barei în punctele A și 
B, adică forţele de legătură. Avem 


da 
(1) aia =—Р, aiv =lg— Q 


` Ori, 
E 1 1 
Уна |а IE. 8 DUE 
dy l Mw a 
5" = Сб 1) sin 6 d ү sino (e ) dr = — 5 sin 0% 


рема si înlocuind 1 in БЕШТ i aceste ecuaţii ne dau 


Q) "I boa = sin 6 (2), 


х Q Ө=+-- 5 [sin в di. cos d (35); lk. 


Teorema cantităților de mişcare ne permite deci de a càl- 
cs acţiunile P si Q, їп cazul când printr'o altă teoremă ‘аш 
putut determina pe @ їп funcţie de t. 


20. Teorema momentelor TUS de mișcare. Sá apli- 
cám formula 


O XX -6)-Xex-99. 


Avem 


| х т. 
Inle d — у) far [ е) 2 —(-r)eos0. roos6 а 


EY — yX) = РЇ con 6 — QU sin 6 4- 1g. sia 0. 


— 99 — 


Deci, potrivit formulei (5), ж, 


у ES = Pl cos 6 — Ql sin 6 + 5 g sin 0 
adică Е 


р Д = 6 (Q sin 6 — P eos 0) — 3 lg sin 0. 


Să inlocuim ín această ecuaţie pe P şi Q prin expresiile 
'Jor (3) si (4). Obţinem după efectuarea, tuturor calculelor, 


d? 3g. . 
` (6) E ap sin 0. 


Această ecuaţie ne este cunoscută dela mişearea, pendulalui: 
circular. Unghiul 0 variază deci după aceiaşi lege. 
Dacă înmulţim ambii membri ai ecuaţiei (6) cu 25 dt și 


integrăm, obţinem, presupunând viteza unghiulară iniţială nulă, 


2 
(7 ү (2) = y (cos Ө — созбу)... .: 


Insfárgit, introducând valorile (6) si (7) în expresiile (3) 
şi (4) ale acţiunilor P şi Q, găsim К 


р = ŠW sin 6 (3 00 — 2 cos Qj) 


Q = CE + 30 eos (3 cos 6 — 2 cosy). 


30. Teorema forţelor vii. Legăturile fiind independente de 
timp, putem aplica această teoremă. Pe de altă parte, cum for- 
tele direct aplicate (adică greutatea barei) admit o funcţie de - 
forțe, putem serie. imediat integrala: forţelor vii: 


T = U + const. sau T—-T,—-U-—U,. 
Ori à 
1 ТОСОР, ү 
туа aer 6 — 2 Iv sin a(i) 


cd (4. [ fn dr + 1 sin 20 [е —2+) a] 


adică 


n (ay. 
= Vat 


Pe de altă parte, c eum ordonata punctului G este egală; cu: 
+. cos 0, funcţia de forţe U are ca expresie 


rep, U = 19: 4 cos 0. 


Integrala forţelor vii este prin urmare 


i (2) = ч (eos 6 = соз 8,) 


E HE - 
2) = 30 (eos 8 — 0з &) 


adicá 


presupunând viteza unghiulară inițială nulă, adică ч, =о. 
79 Regăsim deci direct ecuația (7) de mai sus. 


4% Ecuatii ' Lagrange. Bapresile retro х şi y ale 
unui punct oarecare M fiind i ^ 

z=rsin6, i e IY 
9 va reprezenta pe q din cs lui Lagrange. 


Avem succesiv, observând că, pentru un element dr, forţa 
direct aplicată este greutatea Y = gdr, 


34 —(r — l) sin 
QS DII Y osos f e— bunc — tg sin 6 
"E i з D Dept no i 
"acc 0.9 D = 


зат, » 
Deci, ecuaţia lui Lagrange este Es 
B ач "itg 


/ \ 3 „ява ant 
adică ^ 70 y 


care este ecuația (60). [i 


= 981: — 


5%, Ecuatll Hamilton. Punând 


diys n $$. 3. Н 
хау ЗК у Map adică Tp 
deducem 
3p t 0 3 Е 2 
LE şi prin.urmare 7-07) -H ; 
"v EE й') 


Pe de altă parte, cum 
Pg \ 
U = 5" cosb y a. 


avem 
-— эй 
У A H= Ti U= p 2E ds e 
oH 3 онеро XH 
2р 1.0, 198 7g sint, As 


Ecuafiile lui Hamilton vor fi ín consecinţă 
4-3 au ав) ‹ 


dt BP tai 
Deos derivă ecuaţia întâia în raport. de't’ și: înlocuim 
ia ea, pe dp prin valoaréa sa, obţinem WU xd | 
AE -f sint) pL souk 
adică US 
d ЕЛҮ. ОНЕ 


: "dp Ru EF sin 
“созу ў 

60: Ecuația generală a Dinamicei... Sa aplicăm , “аба Arg 
ecuaţia generală a Dinamicei: 


(8) X|(x-»$5)9 + (m è ]=0. 


Avem mai întâi 
; BY = д йт | 


YO 


X0, 


apoi din egalităţile 
Ten x s ^ mei К ub da $ J 
Dox т cos (Ed , H a(r) sin. 077 Donuz ays 
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deducem 
dia did а ү. dh 
A = "(9080 99 — sin 0 т 1S = rD (ein 0 Ë сов T) 


Pe de altă parte 
ч : Ox = т cos 8, бу = (т — 1) sin060. 
Cu aceste valori, ecuaţia (8) se serie: 


d28 А 462 
— и rem | кеме 
i| dr r (cost dA sin s) сове + 


g dr — dr (r—4 sin ө £9 , cost 4 (r — sin 0 [26 = o 
"e dB ih dii , 
şi rezultă 


926 М 48 ү 
— cos (eos # — sin o W) [ri dr+g im [oo T — 


sin 6 CIT [ir dr == { о. 


`u Această ecuaţie, in care și.: 


‚айй; ПОК ЕНИН 


1 A 1 
[а= t, M [6-0 а di 2-0, 


se reduce la d iasa) EMI ; 
428 39. 
da^ эт sin 0 


d 
termenii în n reducându-se. 


Metoda multiplicatorilor ст dacă adunăm toate ecua- 
fiile în z şi toate ecuaţiile în у, la cele 'donă ecuaţii: 


InP. Y 
: Zn- c 


care corespund teoremei cantităților de mişcare. 


PROBLEMA IV. 


Să se studieze mișcarea, unei bare omogene și н grolo OA, care 
are punotul Q fix, 
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Vom lua ca axe sistemul dreptunghiular Олуг, axul Oz 
fiind vertical şi îndreptat în sensul greutăţii. 


Fig. 161 


Pie OP ракета planului vertieal dus р OA cu 
planul Oz y. 
M find п un punet oarecare al barei, dacă, însemnăm . lun- 
gimea О M prin r, avem pe figură, 
æ = p cos ф==т sin 6 cos ф NS 


y —psinQ—rsinOsinqQ 


z —TeosO. 


1%. Teorema momentelor cantităților de mişcare. Bara poate 
fi considerată ca liberă sub acţiunea greutăţii ei si a unei forţe 
N aplicată în О. 'Cum momentele ambelor forte, sunt nule în 
| raport de axul Oz, avem 


di m ЭУ т(жф—у а)=° 
8i prin urmare 


| У "(29 -y 8 )-* 


Aceasta este echivalent cu a zice că teorema ariilor are 
loe pentru planul Oxy, adică ' 


Ў њр“ ес 
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şi înlocuind pe p prin T sin 0, i 
sin: Ө 2 ЕГЕ 


deci în definitiv ,. 
(1) зіп? 0 dy: =б 


„care este o integrală a mișcării, 

Ne-ar mai trebui o ecuaţie diferenţială în 0 si ф. Pe 
aceasta, ne-o poate da una oarecare dintre celelalte două ecuaţii 
care corespund teoremei momentelor cantităților de mişcare gi 
„care nu contin niei ele ре N. Este însă mai simplu de a aplica 
teorema forțelor vii care ne dă o А doua integrală a mișcării, 
căci forţele Go aplicate admit o funcție de forțe. 


29, Teorema Ares plan, vii. Avem, utilizând оао sali cilin- 
drice:: { 


adică 


deci, is 


El m T di -) je 


Pe de айа párte,. eum cota Gentrulai "de greutate G este 
egalá cu + cos, funcția de forțe, este 


(crt. qms 


fut forţelor vii este în сша 


[E + sint o (S4) ]- See 
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sau, mai simplu, 
(2) (o ) tsino (SE p) = iies0- d. м 


„Cele două integrale (1) si (2) rezolvă problema, їп sensul 
că ele fiind analoage acelora pe care le-am întâlnit la studiul 
mişcărei pendulului sferic, mişcarea barei este $ ea analoagă 
acestei mişcări. 

Ecuația (2) se mai poate scrie ținând socoteală!“ de ecu- 
atia (1): "T 

(2) tepe ur cos ea 


3°, спаў Lagrange. Vom lua DS parametri f şi d 
pe 9 şi à. Ori, din ‘2 = rcos0, deducem- ` 


д ` . DR n ten: 
36 = —rsin 0, py su) 
şi, eum X=o, Y=o, Z = gar, rezultă 


1 ^ 
-i^3- — g sin 0 f dr= -50 sin 0 
0 ' ^ 


Ф, = Уло... 


Pe de altă parte, după cum s'a văzut mai sus, 


diy S 
T=- (0+ sin? Ө. 9?) 


deci + 
aT в aT — B de: т _ bB 
z = 9 9. р, д 3 dB’ 9^8 sin 8 e08 0 ( S ) 
oT 0 2 oT — 
ap Z sin 9. V, 9$7 23 
Ca urmare, ecuaţiile lui Lagrange se scriu n Toi] 
B 
а-у intet (E) = une it 


Di (A #209 d уо. 
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Eouatia a doua ne dă 


A „dy 
. зіп? 6 di = 
eare este integrala (1). 
"Dacă în ecuaţia întâia, simplificată cu 7, înlocuim pe 


a prin ЫЕ в! obţinem 
9 de _ 2cîcos0 3g. 
(3) 2 i > dee oq sinb. 


Inmulţind ambii membri cu 4 dt si integránd, GS 


de +2 e 39 \ 
Car) nam sug + 7290800 


es 


care este integrala (2) pusă sub forma (2)bi*. 


49. Ecuatii Hamilton, Plecând dela expresia forţei vii 


= v (6/2 + sin? Ө y?) 


vom pune . | > 
oT i. j z ; øw- 
597 = =p deci 0' = Ski 
от 2 3p 
oV 3 sin! 0.9 = 2 = "Pss 


şi prin urmare | 
= sa (P v га ): 
„Pe de altă parte 
s U= T g cos 0 
aşa că 
H-T— ое 3 s) good. 
Deducem : ` 


0H._:3:" oH ЗсозӨ is. 
dp. TP» pr EE 


oH 3 oH 
op Banio Pe» $979 
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Ecuațiile Hamilton sunt in consecință 


аө 3 dp, | 3cose nm 
а RP: dt ^ sinso 2° %—-;-зїп@ 
dy 3 


йр, _ 
азе 79 di ^0. 


Ultima ecuaţie dà р, =, deci d - ‚ sau 


E 
B sin? Ө 
` dy 

20 = 
sin26 dr => const. 


care este integrala (1) de mai sus, 
Dacă dividem ecuaţia а doua prin ecuaţia întâia. şi sepa- 
răm variabilele, obţinem 


Й 


2 pı dp, = 200059 _ sing уа 


sin3 Ө 
şi integrând, 
e 150 
ъ= = sinte + 59 соз 0 + ; 


x 


valoare, care introdusă în ecuaţia întâia ridicată la patrat, ne dă 


cr) m Crue ^ dent) C) 


adică, băgând factorii numerici în constantele arbitrare, - 


(Sa у= E dug E cos 0+ c". 


Regásim deci integrala (2) pusă sub forma (2) bis. 


5^. Principiul lui d'Alembert, Condiţiile generale de echili- 
bru ale unui solid care are un punt fix, fiind 
X(yA — 2Y) = o, У (2Х — vZ).— о, -E (Y — yX) = о 
ecuatiile mişcărei se obţin înlocuind respectiv în aceste trei 
egalități pe X, Y,.Z 'prin i AC 


2 «13; diz 
х— - m T Yomg Z- ди: 


— 288 — 


Prin asemenea operație regăsim însă ‚сеје 8 ecuaţii din 
care rezultă teorema momentelor ыы d „mişcare, de care 
ne-am oeupht la No, 1... ' 


Să calculäm valoarea forţei N din anei O. In virtutea 
principiului lui d'Alembert, există echilibru între forțele direct 
aplicate, forțele de legătură şi forțele de inerție. Fiind vorba 
de un solid, aceste condiţii .de echilibru se exprimă prin 6 ecu- 
afii, dintre саге cele : ale proeotiilor sunt: 


Xu -N, in Е d Уһ 2-м, +0 


iar сеје 3 ale momentelor sunt chiar ' ecuaţiile” дїп cate 'rezaltă. 
teürenia morüentelor ‘cantităților: de mișeare. Acestea: пё' conţin 
însă pe N aşa că nu ne interesează în'chestiunea de faţă. . 

In definitiv dar, aplicăm teorema Кеша цог de migeare 
presupunând bara liberă: 


‘Scriind ecuaţiile precedente sub forma ia 


d ат aiid dy d, dic 
qj à" No пу". д тщ № +0 


vom înlocui pe m prin dr si pe a d Se gi prin. valorile Has 
in funetie de. Ө şi ф, apoi vom La integratiunile şi vom 
deriva rezultatele aflate. 

Să calculăm' spre exemplu ре Nz: Avem ЗИН 


"» 1 - 
dis- 63s de [ E: ta 
În sin 0 7 f, rdr. sin & dt 
şi prin urmare, derivând, `` B клн 


= T (sin 6 zs + cos 645.) 2N + lg. 


Inloeuind pe (4) şi pe ой prin expresiile lor (2) bis 
si (8), se obţine după efectuarea operaţiilor, 


IND M -4 (14-9 cos? 0) — -у- с 0080. 
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PROBLEMA V..- 


Să se studieze mișcarea unui punct de massá m, obligat de 
a aluneca fără frecare pe o curbă care variază în fiece moment 


de poziţie şi: ¢hiar. dei отта cs зз; зз ий токпан ig 
Fie а TEES T 
Aæ, you, tomo bs) 
fale, 554510) = 0 иное nih Sen 


ecuaţiile curbei variabile şi Х,.Ү, Z componentele forței direct 
aplicată mobilului. Vom serie ааа] de ecuaţii: 


sa teuo EI БУЛ 
G ue m DS 294) em И 


СИСА 2A => 
c 6 +% $i B o 3 
T WE A hi! Jas TIT m nifnonn. Kesah 
\\, 
az 2+ ду бу GE da = о riesana 


şi eliminând pe îx, бу, Vi орар 'o t keuație diferenţială 
de ordinul al doilea în c, y,, Z, t care împreună cu cele două 
ecuații ale curbei va determi] pe vy y, їп funcţie de t. 
Dacă voim a calenla şi forţa, de legătură, n fi avantajos 
de a aplica metoda ! multi plicatorilăt: | nizo 
Teorema forțelor vii nu se poate' aplica," 'tăei „legăturile 
depind de timpul t. Se pot însă aplica “ecuațiile lui Lagrange. 


Exemplu. să se determine. mişcarea unui punct obligat de a 
rămâne pe o dreaptă, care se Invdrteste Íntr'un plan ín jurul unuia ` 
din punctele sale, tangenta unghiului! de`! rotație’ variind propor- 


tional cu timpul. AAS = XV e Mos ү 
y А : ge dă deci td = = kt. Intru mo- 
[E iib monuijon bn nent oarecare, oua Tus este prin, 
кз Piz fe їч Видио» mi 
i (1) у= Ма. tT 
: n 4 és wo Cum nu există forță direct apli- 
АЛО “ом, avem X = 0, Y = о. Aplicația 


metodei demai’ sún Hé’ аА" tà ébiisechnpik mw dae ANR бол 


24408 — 19, 
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dus 
qa d > de Зу =0 
“norme 3 С dy a =; м ác ла 
gi eliminarea, lui d şi dy ne procură. ecuaţia diferentialk- * 
dz dy 
(2) qp + M di^ 
Insă din ecuaţia (1) deducem: 
i»91iü rorot abetneno 42у; £T uos j 
р ieu а T Lo SF inl {2 
aşa, că ecuatia: (2) se poate serie. 7 fih M 
fi asi d y 
dx 
242 2, v 
[C ч e) ata 7 А 
Această Vm trebue jintegra ы Punând 2 = p, avem 
succesiv ЖУ Чат: ocara | 
2,2 2 , 
Aisumer o энш rm ноз. 2р = epoonAgin Шз 
шор son ТЫ] сыис ‘g р^ SG зой iR las x а 
УБ. sipað nt — dil s dodi : 
«ojgnravs îi sr обзоре) ah njiot. iz АИ S шот \ 
Log p = — 108141, oft „Log. gi syin aov і 
iandae ур Cato , i \ 
Is dx s Y^ 
Xm ap 
if df is. A ens fga i } 
» oah Snpildo Sara vm 0c mem 92 82 i 
dinu luni e| exta au'stus Te es зз 9153 ‚Матео o за sadro ; 
-vogo ka armare, eenatiay (1), .d лок тйззуйш olos elatosug Gò i 
(3) у= e arctg kt + dkt. Aou vo | 
= за ag 89 25 
E. i Жш calc dăm „foita de: “legătură. „adică acţiunea din : а 
dio asupra “punctului. 2 Sa E 


шешшп! pm X, si zl ргоесййе еї ре тозы gona axe 
avem 


ua P uper aa) Ec PRESA CU 
-tiga aril j К = Xa ii m Дай” Yi ui m 
ti yit [TE ma шәй p sit) 


diei, miggareg а conta, Aipguza „acțiune,  agestei : forte 


91 me Wi 
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Este însă preferabil dea aplica metoda понра 1) eare,. 
avànd in vedere că CU. de legătură este у — 36 =о, 
йе а pum 


d: , 
m ap = АМ mah 


valoarea forței fiind й i 10385; 

| ыы SPERM ‚зүр, C 

Va, fi deci suficient. эй caleulám, ре. Aa 
Ori,. din. egalitatea (3) deducem s 


йу ___2ck 
d? — (rem) 


faxa Qui ! 
In consecinţă ``. . 


As = ; Зет 
е X, = — Mt uo 
şi însfârşit x NS 
ихата AIEEE – LET. 


(Fee), 
PROBLEMA VL. М 


N 


Să se studieze mișcarea unui punct obligat de a se mişca 
fără frecare pe o suprafaţă variabilă. 
Fie 
[ч ов si 


ПЕЕ 


ау ге 
тп авт Yd се oil лї ale 


dnd 


m=z ara 


care împreună cu ecuaţia, .suprafefii "determină pe 9, У), A 
în funcţie de t. 


———— 


1) Am fi putut utiliza din эд looi humal această metodi. 


Vn 
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Cantit&tile X 2, у 27. ЈА z A SL sunt componentele  ăeţiunii 


suprafeţei asupra — si eem acestei acțiuni are 


ca valoare 
VÆ (з) (б 


Ca si în cazul -problemei V пи se poate арга teorema 
fortelor vii. 


Exemplu. Să se determine mișcarea unui „punct grâu, obligat 
de a rümáne íntr'un plan care se йен 'cu' o mişcare uniformă 
їп jurul unui ax orizontal. 

Să luăm axul orizoptal de rotaţie drept ax Оу, axul Oz, 
fiind vertical si fndreptat în sensul greutății. i 


Fig. 163 


Insemnánd prin e viteza unghiulară de rotaţie a planului 
mobil şi presupunând că în momentul iniţial acest plan coincide, 
cu planul Ozy,. unghiul coprins între. planul . 'Ошу` şi ; planul 
mobil, într'un moment oarecare t, va fi at, așa încât ecuaţia 
planului va fi : 


(1) | z=y.tgot. 


Metoda multiplicatorilor ne dă. 
de 
тїр 0 
(2): p eci m = Ха дш : 


x әш Аі | 
abet OTI mai = ng e ilis залар it mh at 
| 
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Din cea dintâi: dintre aceste ecuaţii deducem 
g= +e. 1 
Eliminând pe À între celelalte două, se obţine 3 
d? d?z 24 
(3). EE dat 967g. 1got. 


Ecuațiile (1) si (3) determină pe y și z în funcție de t. 
"Peüiru eféetuarea calculului este mai simplu de а lua ca necu- 
noscută distanța. r a punctului la axul Oz; avem de altfel 


у = т соз ot 


(fone ruis FEN. 


z=rsinot .-. 


de unde deducem . 


а; e = соз et —20 La i ot mro cos at 
(5) ios sin et 4-20 Ea соз wt — ro? sin ot . 
Substituind în ecuaţia (3), crm devine” ^ 
O rA or C e 


şi integrând, obținem!) ; ARAN 


(7) r=— 5s sinet A e! Be T". 


Nu rămârie decát să substituim, această valoare in expre- 
siile (4) ale cordonatelor у şi 2. 


Să calculăm. acțiunea planului asupra mobilului. Intensi 


tatea acestei ăcţiuni are са vâloare, potrivit ecuaţiilor (2) 


2 usc 
хү 1 + #67 0 ваш osot slusa 


1) Integrala generală a ecuaţiilor de forma Ss — Po+Q=o esto 


n= pact Be ai și all find. rlidiioinile eouaţiel at — P = 0- 
ZP 
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Ori ecuaţia a treia; din: sistemul (2). пе. dă... .... 


en ША =) 


şi, cum potrivit ecuației (5) avem 
12 2 Y 
æ= СЕ, н") ма ot 4-20 T cos wt 
obținem. în cele ів’, urmă; ţinând, socoteală, de. „ecuaţia. (6) si 


înlocuind ` pe Ea prin"valóàrea ce :rezultă din ecüajià (7), 


D я p! ies 
esr =2m (Аве at) дово] А 
Dacă punctul ar fi numai aşezat pe plan, el va părăsi 


4 A À А 
planul în momentul când сов devine egal cu zero, Acest mo- 


ment este definit prin ecuaţia 


Ч И nm). Мк у? 
7 0013201 


Ecuatii Lagrange. Ecuația (0) саге. determină parametrul r 
poate sá se obtiná si prin ecuatia lui Lagrange: 


De дт! 
Ori, avem 


E хо sl Ko; Sum 


тт ot- Sro sin 2 


z’ = r'sin wt + ro cos ot 
rezultă: ipe Die 


D= m (+ r? га) 


şi: prin urmare 
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"Eeuafia lui Lagrange ёме fa consecință “+ Ч 
фт: "nnd l odios 
m^ rat = nj sin at р 


adică, simplificând cu m, "identică cu ecuaţia (6. . 


: PROBLEMA УП, 


să se determine pozițiile de „echilibru ale unei bare grele şi 
omogene AB, ale. cărei extremităţi A și B sunt Ср де 


nut 


gate' de а 'desórie verticala Oy $ ori- 
zontala Oz, fiecare element al barei sio i 
fiind supus unei repulsiuni din partea 

axului Oy, proporţională си massa ` 
elementului $i cu distanţa acestuia la ,: 
Oy. Н 
Se va considera cazul” particular ` 
când coeficientul numeric de propor- 


fionalitate este k= 2.5 ,1 find lun- ^ 


gimea barei. TU trafe, sims snuieeTqre 
Suntem ín ci unui' sistem н 
supus la legáturi independente de Fig., 164. -e 
timp, "când! forțele! di ipli i гэтоо 9126177 апа 
admit o funcţie de” “forţe.” 

In adevăr, „greutatea admite, са алой 


s'a! mai văzut ^ 


Хурс 


: r ү ҮН ч 
sh iisoq iomw BEC gs 36! id gte-sa 


de. for ente duni m 


1105 OIG АЭ vitaaqkst 


* 1 - 
fa VU = т; 1290080: 
Pe. de altá parte, însemnând repulsiunea elementará prin 
f, avem xi 
= ваг. 


și prin urmare 


a Zob лила 
mu kar.r вїп* 0 


ийа 


10 


Еау, v 


аула Plenonr sd bn iita 


n ү ы 6g 


f 


Л 
= Ўш ksin 0 рате, 


riu 


Aşa dar funcția de forțe“a’ “forţălok : direct ! “aplicată esté 


U= UM iz ES 'sin26) ^ 


= — 


Poziţiile de echilibru corespund, maximului. şi: minimului 
funcţiei U. Anularea primei derivate ne dă 


(1) sin 8 (2 М cos 8 — 8g) =0 ) TE 
deci două solui — 5^ го 


sin 0 =ð," "058 77 . 


“> Valoarea p пй poate reprezenta, un eosinus decât „dacă 


AMO X5 


este mai miok decât unitatea, Ni se dă, „însă -tocmai pentru 


aceasta k= 2 4 şi atunci `: D è rj 

- gi 5 a Dee Do 3 М : d d Уу; - 
Mo à 2- сов 6 = E Seu d 

Funcția | i e în ăceiaşi! ipoteză, Să 

erm X U= Tu «6 cos 0 + 2 sin? Ba. 


şi avem BN s19: 


ЕНЕ УА). 


expresiune саге pelitzü 8 — o este pozitivă ia lar г pentru 920 2 = Es 
^ 591812 ы it í 
negativă. Y 


b sis 


Prima; valoare corespunde, deci | unei, Ж рол de? echilibra 
ne-stabil, iar а doua unei poziţii de echilibra stabil. 


[m 


"Güservatio. Уво" ' elementare, "direct “aplicate, ; având 
respectiv са proeofii pa ! 


Е S2 С pe Ox 
airg du sola gri: qut niu: "Oy 
aplicaţia directă a teoremei travaliului virtual ne dă "^ 
Запі т.р c EQ di: ч бо cx ду) р ‚ bă 
Inlocuind în această, ED pe 2 şi y prin ` XXe firi n 
0 pina és 7 sinb, | pir) cos | 


| 
se 9bfine, după, eliminarea, і lui, 58, PEN i 


STH TII nbh pad 


ksin Boat f PVC eoe 
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adică Ule ; ENA 
віп 0 (2hklcos0—39)=o . à 


care este tocmai ecuația (1) de mai sus. 
Insfárgit, se Dx uşor stabili că em F a forţelor 


Р ате ca valoare y sin Ө şi, că punetul ei de aplicație este 


în C așa fel că AC = AB. Pe de altă parte, proecția for- 


telor F, G şi a celor азий reacţii din А si B, pe axele Oz şi 
Oy, axată că forţa Е şi reacţia din A formează un cuplu gi 
deasemenea forţa G şi reacția din B. Cum aceste două cupluri 
trebue să-şi facă echilibru, avem, pe figură, 


F.AH-—G.BI. 
Insă, după cum am spus mai sus; РЛ sin ô, iar AH= 
DOCE d BI- l- віп9, десі 
K кэш. 10088 = 0. tsino. 


0 “primă soluţie este sin 0 — o. Simplifieánd. eu pn pind, 


rămâne 
kl: Ta 7f dati 
Meat. 


de unde, &.doua soluţie: cos6 = Tm dacă se ia k = 2 4- : Re- 
găsim deci, aceleaşi rezultate, fără a putea preciza însă prin 
această metodă şi. felul. de echilibru VPE sau TERN la eare 
dorespund cele două p sale: lu: LE 
7 NOTĂ FINALĂ, 
„Ca.un.fe] de rezumat asupra aplieaţiunii teoremelor gene- 
Aty a principiului lui d'Alembert, a teoremei travaliului vir- 
tual şi a teoremei forfelor vii, precizăm urmátoarele: up 
1?) Ecuațiile de echilibra ale unui solid sunt: 
sar roni ZX-o,.. XY2eo, PVEIm С М E 
буба) 9. Ехо) о, iGY-yN)co. s 
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Ecuațiile miseárii se obţin înlocuind pe X, Y, Z pentru fiecaré 
în parte din punctele solidului, prin 
X— m, Yam, 2— тг. | 
Prin asemenea inloeuire,!) regăsim cele. 6 ecuaţii. de la 
teorema cantităților de mişcare si teorema momentelor cantită- 
{Шог de mişcare. in al : i 
Ele sunt suficiente ma determinarea, mișcării solidului. 
(95 Ecvaţiile de echilibru ale unui sistem de n puncte ı ma- 
teriale coprind ` câte trei ecuaţii, EI 
у Х=о, Yo #=о.. 
pentru fiecare din punctele sistemului, deci fn total 3n ecuaţii. 


Când sistemul este în „echilibru, îl putem. considera ca 
fiind solidificat aga că avem, cà gi pentru - «solide, 


УХ-о, Vo, Ub йо; 
X(yZ—2Y)—0; „9(@Х—7)=о, ^ E(sY—yX)-o. 


Aceste 6 ecuaţii reprezintă numai condiții necesare de 
echilibru, аза că- numai ele ' singure nu rezolvă, chestiunea echi- 
librului. i 

Ecuațiile mişcărei se obţin inlocuind în cele 3n ecuaţii 
de forma (о) pe X, Y, Z prin 


> 2, Saphh 
х= ma EY TN 


(8) 


Pulo css'gdag . шэй 
2T da Я 


бе. ЖЫТ: astfel”! un Seiston dé 3n ecuații.: Dacă facem- ace: 
iaşi înlocuire si în ecuațiile (6); obținem. iun sistem! де '6 ecuații 
care au cu adevărat loc, însă nu Кро determina ele singure 
migearea sistemului. MN 


39)In caz: când: există па aplicaţia, teoremei "trava- 
liului virtual ne dă ecuaţiile de` echilibru, sau în: combinaţie cu 
principiul lui. d! Alembert, pe acelea 'ale: ELS fără a ţine 
: a rila ab stia { 
1) Când в 8e face inlocuirea, 86. YÀ considera că în rn Р) luoreazá 


o forţă, indiferent că RD forţă de componente: X, Y; 2 este" sau nu este 
nulă, ( f CN 5 мі 
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seama de forţele de legătură. Evident însă, că aceste ecuaţii 
rezultă şi din ecuaţiile dela No. 10 pentru solide si No. 2? pen. 
tru sistemele materiale, când se elimină forțele de legătură, 
Procedeul are însă avantajul de a se aplica ori care ar fi forma 
ecuaţiilor de legătură, iar nu numai în cazul când legăturile au 
o semnificaţie geometrică simplă care să permită de a le ex- 
prima și a le introduce în ecuaţiile dela Мо, 10 зай 20, 

4^) Teorema forțelor vii este tot o consecinţă a ecuaţiilor 
mișcării. Ea. se poate. aplică, fără a se {ше seama de forţele 
de legătură, numai atunei când" legăturile sunt independente de 
timp. In asemenea caz, dacă forţele, direct aplicate admit o 
funcţie de forte, teorema procură о ecuaţie diferenţială а miş- 
cărei de ordinul întâi. ута cat torte) MES 

Când sistemul este cu. legături. complete, : această ecuaţie 
diferenţială, rezolvă ea singură chestiunea. migcárei, „dacă. poate 
sie A a ae уор тсе, 


mangao d faut 9b eiliteitoa sib отти 6 


vo ages allupiresdo 
PINGI isis wiiü9q 67059 


уме Атас nl зонал Pel antiena oaii giu] 


Suonsilta um 


v. ALTE APLICATIUNI ALE ECUATIILOR 
LUI LAGRANGE. 


1: STABILIREA ECUAȚIILOR MIŞCĂRII UNUI SISTEM MATERIAL 
ÎN CAZUL LEGĂTURILOR ZISE NE-HOLONOAME. 


1. In cele ce precedă, am presupus că ecuaţiile de legătură 
sunt de forma, zisă finită. 


fu 05 iEn, yn, Za; t) 0. 
B poate însă întîmpla ca in unele probleme de Dinamică 
o parte din ecuaţiile de legătură să coprindă nu numai cordo- 
natelé punctelor si timpul, dar şi primele derivate ale cordo- 
natelor, adică să fie de forma 


@ g(r y а, 90, %й,;...;г)=о. 


Legăturile de forma (1) sunt zise holonoame iar cele de 
forma (2) ne-holonoame. 

Dacă, după metoda lui Lagrange, se exprimă v, y, z în 
funcţie de r parameiri у, ecuaţia (2) se scrie 


Ф (n5 Ф d Q5 0. 95 )= о. 

Chestiunile care comportă legături ne-holonoame se pot 
rezolva, pentru mai toate cazurile ce se întâlnesc în practică, 
prin utilizarea ecuațiilor. lui, Lagrange în combinaţie cu metoda 
multiplicatorilor. 

Iată în ce constă acest procedeu: 

Dintre diversele ecuaţii de legătură ale problemei, se dau 
de o camdată la o parte ecuaţiile care corespund legăturilor 
ne-holonoame și se formează ecuaţiile lui Lagrange numai pe 
baza legăturilor holonoame, așa ca gi cum n'ar exista decât 


E 
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acestea din urmă, Cele r ecuaţii obținute pot fi concentrate, 
după cum ştim în ecuaţia unică j i: 
ӘТ. TN 5: Å 

(3) 2(D a a) 20%. 

Odată această ecuație stabilită, se iau în considerație le- 
găturile ne-holonoame. Pentru cazurile ce se íntálnese în prac- 
tică, aceste legături se exprimă mai totdeauna prin ecuații dife- 
rențiale lineare în raport de Q^, 9, ..., фт şi ne-integrabile: 

А, di + А, 9+ + Ar 9. + А; +: =0 

W В, д, + В, ga... В, q'r 4 Br4470 


BSE Р, di + Р, q'alan + P; gr Te 05 


Jussu vier ао eoa {чэ 
coeficienţii Aj, А„, evi Ас Р,,Р»,.Ю..., Pri fiind 
funcţii date de gı, 92, .., gr şi t. Putem scrie înmulţind cu dt 


„Ж е е? . * GO «Ие оле ele 


Eep A 4 + А, ddr Агар + Arii d 
je 6 „|, Bi 4 + В, ад, +... + Br + Bri d 
9)' [^ à y A А А 4 


ii D 2993 
eos 9 . 9 OOGO n. |. tg o. 


, Pi dq, + Pa dq; +... + Pr dgr t Pra dt о. 


"+ Pentru o'deplasare ` virtuală compatibilă cu legă 
în “momentul i, vom avea, făcând di = 96. Ў 


man 


31? 1855) yn 9 


YES A, 9g, + A509; sk Ar gr = 0 s 
DAD. * imi aes à $a isset 
suea ов ap E By Bh К. АВ, agp 


4 Yoon 
soete e 


Р, 8q, + Pa 24 Эр 9, = o. 

pe Fie „p. numărul acestor ecuații. :Eouația (3) va „trebui : să: 
aibe loe pentru toate deplasările д; , ge» .. +3 д0. care verifică 
relaţiile (6). Potrivit metodei multiplicatorilor, să înmulţim 


atunci eu coefigienţii nedeterminafi А. №, +... Ар aceste. relaţii, 
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эй le adunăm cu primul membru al ecuaţiei (3), apoi; să anulám 
pe fiecare în parte dintre coeficienţii : variațiilor 8g i, 89, . .., 
âg-. Vom obţine sistemul de ecuaţii ` , 


i 
о 


д =Qi +M N Bi + -i MP, 


ба, zb 


"КЫ эж енна Р, 
ш (Т). чы. < : 


€ DEC e.c sn utes; pese cs 1 ct . эу n 


oT: ELLE ет 
Dir — urn c. Ar +» Чула с ЫНЫН 


Aceste. ecuatii unite cu cele p "ecuaţii (4) foimează un sis- 
tem de r p ecuații între cele r -+ p necurioscute 915 925.9; 
Xi hs ‚++ Ар. Ele sunt ecuaţiile mişcării. 

sta: ul de remarcat, că metoda expusă presupune că, 
travaliul virtual al tuturor forțelor de legătură este; nul pentru 
deplasări compatibile cu legăturile. Se va examina deci în fie- 
care caz dacă forţele care 'corespund: legăturilor né-holonoame 
satisfac acestei condiţii. 


2. "Exemplu !). Fie două 'sfere egale, unite printr'o- vergea de 
massă neglijabilă. Presupunem că fiecare sferă este formată din- 
to substanță foarte ușoară și că 0 greutate , „de, mici..dimepsiuni 
este așezată în centru, așa încât toată greutatea sferei să poată 


„Fi privită ca concentrată ín acest punct. Se. așează sistemul pe un 


plan orizontal si i se dă о impulsiune „inițială. Să se găsească 
legea mișcărei, presupunând că! una dintre sfere este așa de: nete- 
dă că nu poate , decât să alunece pe plan,.pe. când cealaltă care 
nu este netedă se rostogolește fără alunecare. 

Fie A centrul sferei care se rostogolegte, B entre ace- 
leia care: alunecă, a lungimea АВ а TRIA m massa concen- 
та: ів 5 gi e massa. concentrată: fns Boh snor илин] A 


муга 


* Lécornu,: Cours: de- MORE 1915; vol. ЇЇ, pag. 105. 
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| Cum mişcarea sferei de centru A este o rostogolire fără, 
alunecare, viteza punctului ei de contact C cu planul orizontal 
este nulă. Mișcarea elementară a întregului sistem este deci o 
rotatiune în jurul unui ax care 
trece prin C. Ori, viteza punctu- 
lui B este orizontală; rezultă că 
axul de rotaţie este doprins in 
planul vertieal dus prin CB şi 
prin urmare că proecţia lui pe 
planul orizontal în care se mişcă ` Fig. 165 
punctele A și B este dreapta AB. | ча 
Viteză punctului” B este deci perpendiculară pe AB. 
Fie în râport де două axe dreptunghiulare fixe, luate în 
1 planul orizontal care conține pe. AB, p ^ 
: Quos snc) yu вогдопаќеје lui А, 
ct + @созб, су + asino a c6 „ В, 
6 fiind unghiul dreptei AB cu axul abseiselor. Avem astfel trei 
parametri 2, y, «care vor. juca. rolul variabilelor g; y $e qs- 
Componentele vitezei ‚punctului. B fiind 


- Я La — asin. o RENI у, + a 9058; d, ons 
condiţia de perpendioularitate a acestei viteze: pe dieci AB 
se exprimá prin ecuafia . m Anil 


(x! — a;sin'9 +87) соз 6. (у -K'a cos:0;. i8): sinf = o 
сате se redüee la; Co 


Ep sing =0. рле 


Această, ecuație,’ ‘сате “exprimă că şi viteza punctului A 
este perpendiculără, ре. АВ, reprezintă legătura 'ne-holonoamă. 
Forța yie a sistemului езе + n ins Nec ы 


4 [petes 


Bau: #4. dt 


taa olig "i 


D 


ei * i i (ets = CUM zh o x ССА Ar )] 


T 
Е ' 7 ] 
sait D 4 n TEE A E ! 


3te Su luvlioi 


„52 28: Pu 
аш. СТ (7r y) = внесе уо) IE 
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Deducem E : к 
= (m 4- y) a а, 3 о. pr iu ДР. 27 
у oT E d 
Si = (m 4- y) y — pab" eos 8 , "n ar 


T A 
25 = — ка(д/зїп — y'cos0) + ра? 0, A- == раб! (eos à y'sint), 


Pe de altá parte, eum travaliurile virtuale eh forţelor 
direct aplicate adică ale greutăților, sunt evident nule,. termenii 


Qi, Qas ©з sunt egali cu zero!) < 
Aplicația ecuaţiilor lui Lagrange, ї în EAS eu “metoda 
multiplicatorilor, ne dă prin urmare sistemul, de trei ecuaţii 


(1) (пр) a —i a (0 sin 0 + 06050) — eos б.; 
(2) '(m--g) y" "Ft. a (0" cos 0 — 0" sin 0) — A sin 0 
8) . x! sin 6— у" ' tos 6 — a0  —o 


la care se.adaogá ecuaţia, legăturei ne-holonoame. .: ^: 
(4) "at eos 6 + уг зіп 0 о ` ў 
deci în total patru ecuaţii pentru determinarea celor 4 necuno- 


seute ж, у, 0 sii X: uiae eue 
Eliminarea lui A între ecuaţiile o) $1:(2) dă 


(m+ p) (x" sin Ө — y" cos 0) — ba 0" o 3 
Din această ecuație şi ecuația (3) гелий 0"-== o% deéP 
0 = о, însemnând prin о o constantă, gi. 
So €" sin8— у! cos = "Кеб? 
- Tinánd socoteală де ecuaţia; (4) ' putem deci. serie 
` 2/' sin 0 — y" cos 0 + (276050 +0 sin 0) 0 =o 


Р: 


1) Aplteatia teoremei travaliului virtual presupune, după oum s'a mat 
spus, ca travaliul forțelor de legătură să fle nul in deplasările compatibile 
en legăturile. Ori, travaltul renctiunilor normale din C şi D este evident nul; 
travaliul frecăre! din C este nul pentru motivul că viteza lu! C este nulă, 
jar travaliul tensiunilor din A, gi B este 41 el ml din. causa paraaan 


lungime) AB. t ) 


t 
M 
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adică. : aS 
с d (a! sin 6 — y! сов 6) — o 
și fn consecință ER 
Y (5) æ' sin 0 — у соз0=— 0 
v fiind o constantă. 

Ca, urmare, ecuaţiile. (4) şi (5) rezolvate în raport de a 
şi у ne dau 

(6) „d ——vsin6, ee 


31, cum. 0 =, ; obţinem prin 'integratiune 


ù T Г 
v=- 0806, тар să 
de unde 
СЕКЕ =F: 
Aşa dar punctul A descrie un cere de rază —- cu o viteză 


constantă şi egală cu v potrivit ecuaţiilor (6); УЗЫНА АВ 
fiind necontenit perpendiculară pe direcţia, acestei viteze trece 
prin centrul cercului și prin urmare traectoria lui B este un 
cere concentric cu cel dintâi. 


Observaţiune. S'ar părea la prima vedere, că în loc de a 
proceda аза cum s'a, arătat mai sus, sar putea trage spre exem- 
plu valoarea, lui z/ din ecuaţia legáturei ne-holonoame, care in- 
trodusă în:expresia forţei vii- T ar face ca Т să nu mai depindă 
decât de parametrii y şi 0; ecuaţiile mişcării s'ar obţine atunci 
scriind cele: două; ecuaţii ale lui Lagrange referitoare acestor 
doi parametri. : 

Procedeul acesta conduce însă la "concluzii мео, pentru 
motivul că ecuaţiile. lui Lagrange rezultă din [izansformaren 
termenului 


dA 
У "(ёе + а Фу + qi ё) 
al ecuaţiei generale a. Dacii în expresia » 


òT б 
у (р: 2 ILS 


+: 


24468, —20 
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iar nu din consideraţia directă a expresiei forţei vii coprinzând 
un număr mai redus de parametri, gratie relaţiilor ne-holonoa- 
me existente. Transformarea în chestiune pretinde, după cum 
ştim, са cordonatele punctelor să poată fi exprimate în funcţie 
de parametrii independenți qı, 9, ..., gr şi ea nu poate avea 
loc când între aceşti parametri există yre o relaţie ne-integra- 
bilă şi десі nesusceptibilă de a micşora numărul parametrilor. 


3. Notă, llustrul profesor Appell a dat o metodă !), care 
permite de a stabili ecuaţiile mişcării ori care ar fi sistemele 
de legături holonoame sau ne-holonoame. 

Metoda, constă în formarea expresiei a 


S= E 5 m (a? + y"? + z”) 


în care a, y, 2! se exprimă în funcţie de parametrii proble- 
mei qi, Qo, :::» dr r1 s Qr» si derivatele acestor para- 
metri de ordinal întâi si al doilea. Se profită apoi de cele p 
ecuații de legături ne-holonoame pentru a reduce la r numărul 
de parametri care să figureze în S(?. Odată această transfor- 
mare făcută, se formează derivatele parțiale 


às д5 FER 
дау! дау зле нн А дг "s 
şi se scriu ecuaţiile 2 
5 БОДАЙ Я P ginis 
NO ET = $, P = 9, ..-,; Әф: 9, 


„termenii Qi, Ө„,..., Qr fiind aceiaşi. ca în ecuaţiile, lui La- 
grange. 

Cele r ecuaţii (о) împreună cu cele p. елар ale legá- 
«usilor ne-holonoame vor da valorile. celor r+ p parametri 
Qi» das +++, ra dr io +++) dr în funcţie de ¢ şi deci soluția 
problemei, 


1) P. Appell, Traité de Mécanique rationnelle, vol. II, 1934, pag. 382. 
(2) Se rezolvă adică cele p 5 їп raport de gj. diee 
gr + p se formează аро! d'r praga р și so introduo ambele 
aceste sisteme de valori în expresia lut S. . ` 
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Vedem astfel că reducerea numărului de parametti la mi- 
nimum' posibil, care nu se poate aplica forței vii T pentru а 
serie direct ecuaţiile lui Lagrange în cazul legăturilor ne-holo- 
noame, se poate aplica funcţiei S. 

Să aplicăm metoda profesorului Appell la cue 
precedent, 

Derivatele de ordinul al doilea ale cordonatelor celor două 
puncte A şi B sunt, respectiv, 

at! е . у" 
al! — а cos. 0? —a sin. 0 , y" — a sin 0. 0'2 -- a созб. 0”. 
Expresia, funcției S cs in consecintá, 
(8) 2S m (a! 24 y?) I- [(x" — a cos 0. 0 * — a sin 0. 8”)? -+ 
(y — a sin 8.0? + a cos 0,07]. 


Ori, din ecuaţia legăturei neholonoame 
a cos 0+ y' sin 0 = o 
deducem = —y' 150 si prin urmare 
Substituind această Ea în egalitatea (8), S rămâne 
funcție’ numai de parametrii y şi 0 si avem atunci 


oS _т+ь r (mp) sint rer ap gr 


ду! ..cos*6 Cos? 8 cos 0. . 
д5 T yl! sin , t 
25 =Ка[ 5 "coss 9 0 T @ б" | 


‘Ecuațiile mişcărei vor fi prin urmare, ținând, socoteală că 
Qi, 9, si Qs sunt nuli, { 
(1) (m +) eos8 . y ' + (н) sin Ө. y € apcostd. СА = 0 


(2) cos Ө. у! зіп. y! 0' +a cos* 0. 0 = o. 

(3) SN zi! cos Ô + y! sinü — o. 

Ori, înmulțind ecuaţia (2) cu œ si scăzând-o apoi din w 
obținem 

(4) eos 0. PA UU or к 

Enfin (2) ne dá în consecință `- ` ida o lon 


nd 9 = 0 deci сну şi Ө= 0: < 
ò fiind о constantă. $i eie 


' à 
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Ținând, seama de aceste rezultate, ecuaţia (4) se serie 
Е ` y" вов at +wy' sinb = о 

de.unde deducem ) 
М У y" 
yl 


şi, prin integratiune, 


=— w tg wt 


Log y = Log соз ot + Logv, adică y'= v cos ot 


fnsemnánd prin v o constantă. : 
O nouá integratiune ne dá apoi 


(5) y — sin ot + e: 
Ca urmare, din ecuaţia, (8) rezultă ţii ~ 
Е a =vsin ot _ 
де ш 
(6) до? z= eos ot + cj. 


Eliminarea lui t între ecuaţiile (5) si (6) ne dá însfârșit 
2 00 
(ш — e + (5—02) =." 
. Кебйзіш.: astfel rezultatele obţinute - mai .sus. prin: utilizarea 
ecuaţiilor lui Lagrange în combinaţie .cu: metoda niultiplieatorilor. 


“UI. APLICATIUNEA ECUAȚIILOR LUI LAGRANGE 
LA STUDIUL MISCÁRLOR RELATIVE. 


1; Fie, Олуг пп sistem de axe fixe, O'XYZ un sistem de 
axe mobile şi S un sistem de punete materiale în mişcare. 

„Ştim, că mişcarea sistemului material S faţă de sistemul 
mobil O'X Y Z poate fi tratată. ca o mişcare absolută, dacă 
pentru fiecare punct al sistemului alăturăm forţelor realmente 
aplicate punctului, forța de „inerție , de antrenare $ї forța centri- 
fugă compusă. 

Aceasta fiind reamintit, să insemnám prin 91,93, -.. , ide 
parametrii de care depinde mişcarea sistemului S faţă de siste- : 
mul de axe mobile .O' X Y Z. Cum mișcarea sistemului de axe 
O'X Y Z în raport de Ox yz este presupusă ca fiind cunoscută, 
putem exprima proecțiile tuturor forţelor pe axele mobile în 
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funcție de parametrii Q,,,, -+ gr, de derivatele acestor pa- 
rametri Q';, ds ,..., 95 şi, evehtual, de timpul £. Forţa vie-va 
fi deasemenea, o funcție de aceleași variabile. 

Astfel fiind, nimic nu împiedecă de a forma ecuaţiile lui 
Lagrange şi a studia migtarea relativă pe baza acestor ecuaţii, 


`2. Exemplu, Fie Oy o dreaptă verticală fixă și Р un plan 
care trece prin Oy $i se învârtește în jurul acestei drepte си o 
viteză unghiulară constantă œ. Sá se о 
determine mișcarea în planul P a 
“unei bare grele A B. 

Poziţia barei în planul P 
poate fi definită prin cordonatele 
a, b ale centrului de 'greutate G 
şi prin unghiul 0 al dreptei АВ 
cu OX. Elementele a, b, 0 тог "У! 
juca rolul parametrilor g, ; 92, ds Fig. 166 
„din ecuaţiile lui Lagrange. . ! } 

Pentru un punct de massă m al barei avem, ^ planul Р, 


X = a --.r cos 6 5 Y = + rsinü 


însemnând prin r distanța algebrică а „punetalui m la .G. 
Deducem 


X! — ql —rsin8. 042 тошу тео. Ө” 
E їп consecinţă е y ; 4 
= lyn-i1Yn» Y» | e —7 sin Hro oos] 
„adică иҗ. ; К 
T, = 1- (a? + b”) Xm + -y 6" mt +0 (b cos 0 — a sin 6) È mr 


sau, însemnând prin M. massa totală a barei , prin MK? valoa- 
rea sumei Emr”, și m că suma: Xm este o cantitate nulă, 


Т; = + M (a? + 0?) + - MK? on, 
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Aceasta este expresia, forței vii din mişcarea relativă, in 
funcție de cei. trei parametri а, b, 61), Deducem 


oT. . eT, òT 

2 - Md MU, = MEW 
"Uno v cc әт, _ 

да òb И д9 


‚ба ealeulám. acum termenii Qi, Qz, Qs din ecuaţiile lui 
Lagrange. · 

Observăm mai întâi că mişcarea de antrenare a unui punct 
m fiind o rotaţie uniformă în jurul axului Oy, acceleraţia aces- 
tei mişcări este centripetă şi egală cu — X w?, аза că forţa de 
inerție de antrenare este centrifugá și egală cu m X w°. Pe de 
altă parte, acceleraţia complimentară fiind. perpendiculară, pe 
planul determinat de axul de rotaţie Oy şi de viteza relativă, 
forţa centrifugă compusă este perpendiculară pe planul Р; ea 
dă prin urmaré travaliuri nule pentru ori-ce.. deplasări virtuale 
în acest plan. 

Ori, ©, 9a este travaliul virtual al forţelor când пи va- 
riazá decât ‘parametrul а. Fiecare punet. se mişcă atunci 
paralel cu O X ; travaliul greutăţii este. nul pentru asemenea 
deplasare, iar acela al forţelor de inerție de antrenare egal cu 
ба Ў тхо? Avem десі Qı = o? EmX adică ©, = Мав?. 

In mod analog, găsim, că Q, = Mg. In ceea ce priveşte 
travaliul 9,00, el corespunde unei rotații virtuale а barei în 
jurul punctului G; în această migeare.greutatea totală dă un tra- 
valiu nul iar forțele de inerție de antrenare dau un travaliu 
ец eu — 606 (т X o?) (r sin 0). Rezultă. că 


А Qs = — «зп 0  mXr 
= — а? sin 0 Em (a + т cos 0) т = — о? sin 6 [a E тт + cos Ө Xm r?] 


E \ 


1) Puteam aplica, bine înţeles, teorema lut Koenig pentru calcularea lui 
Tr ОШЕН i 


Т, = T Ma yh) + ii» k- rain 6. 0^? 4 (r cos. 0) ] 


adică acelaşi rezultat "оп mai sus, însă сета mai expeditiv. 


| 
| 
| 
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adică, ţinând seama că Dmr = o, 
Q;=— MK? о? sin сов 6. 
Ecuațiile lui Lagrange sunt prin urmare 


d'a, 2 26 
1) 9.9%, Фе, Ti = — o? sin Өсозб. 
Cele două dintâi ne dau 


a—Àe x Ве, bo T gett D. 


Cea de a treia este analoagă ecuaţiei mișcării unui „pendul 
simplu, căci, dacă punem 26 = Р, obținem : 
d?o 
а 
Notă. Putem obţine ecuaţiile (1) ale mișcărei relative şi 
prin aplieafiunea ecuaţiilor lui Lagrange la mișcarea absolută a 
barei A В, definind această mișcare prin rotația unghiulară. 
dată w a planului Р ín jurul lui Oy si prin cei trei parametri 
a, b, 0 ai mişcărei barei în plan. 
| Pentru calculul forței vii Ta ,' se va exprima viteza abso- 
lută va în funcție de vitezele v, şi ve care sunt funcţii de cei 
trei parametri, uşoare de calculat (ve coprinzând bine înțeles si 
pe ®). De altfel, cum viteza de antrenare ve este perpendiculară 
pe planul P, avem va = v? F v. 
Singura forță de luat in consideratie va f greutatea Mg 


aplicată în G. \ ; 
Бе та. „găsi ca, „expresie a В vii, 


= — %®®зїпф. 


Т, = ES + p +K? 8?) Y і Мо? (K? "T 4 a? 


primul termen din cmi al doilea corespunzând sumei . 


= rd , iar GAL sumei TF pine. А 


PARTEA IV. 
MISCAREA SOLIDELOR INVARIABILE. 


I. TEORIA MOMENTELOR DE INERTIE. 


1. Definiţie, Fie o dreaptă А şi un punct material de mass& 
m situat la distanța т de A. 

Se numește moment i acuti al punetului material ín 
raport de A, produetul m.r? 

„Dacă considerăm un sistem de puncte materiale, momen- 
tul де, inerție al sistemului în raport 
„de A va fi prin definiţie 


= Ў тт? 


adică o sumă де producte de forma 
mr?; ў ul 

Fie M massa totalá a sistemului. 
Să determinăm o. lungime K aşa fel 


încât să avem 
МК? = Ўт". 


Lungimea К se numeşte rază de girafie а sistemului. Ea . 
reprezintă distanţa, față de A, la care presupunând aşezată 
întreaga massă M a sistemului, concentrată într'un singur punct, 
momentul de inerție al acestui punct material în zapori de А 
„este egal cu momentul de inerție al sistemului. 

In particular, dacă toate punctele materiale -ar fi situate 
la aceiaşi distanță r de dreapta A, adică dacă ar fi aşezate pe 
un cilindru circular, am avea 

І = Ў ти? = т Хн == Mr 


Fig. 167 


$i atunci К ar fi egal сит. 
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Insfrgit, în cazul când solidül ar fi plan, momentul său 
de inerție, în raport de o dreaptă perpendiculară planului, este 
evident egal cu momentul de inerție în raport de punctul unde 
perpendiculara întâlneşte planul. i 


2. Relatiuni între momentele de inerție luate în raport de 
drepte paralele. Fie A si A două drepte paralele şi P un punct 
oarecare dintr'unj sistem, situat la 1 
distanțele АР =r şi A'P =r de 
aceste drepte. 

Insemnánd prin d distanţa, din- 
tre cele două drepte si prin 2 dis- 
tanta punétului А până la proeefia 
Q a punctului P pe АА’, avem 


T = r t Д2 98.6. i Fig. 168 


" Inmultind ambii! membri cu mass& m а punctului P gi 
adunând rezultatele analoage pentru toate punetele Sistemului, 
obţinem лер 

`® mr? = Emr? + Ма?—24Ўтх. 


Această relaţie se simplifică dacă presupunem ей. dreapta 
A trece prin centrul de greutate 'al sistemului. Avem în ade- 
văr atunci E mz = о şi prin urmare 3 

Imr? = Emr? + МФ. 

sau, mai pe scurt, 

(1) I = Ic + М2. 

Deci: Momentul de inerție în raport de о dreaptă oare- 
care, este egal cu momentul de inerție luat în raport de para- 
lela dusă acestei drepte prin centrul de greutate, plus produc- 


tul massei sistemului cu patratul distanţei centrului sáu de 
greutate la dreapta considerată. 


i è 


8. Relatluni între momentele de inerție luate în raport de 
drepte concurente. Fie un punct O şi o dreaptă oarecare A tre- 
când prin acest punct. Să însemnăm prin о, ĝ, y unghiurile pe 


- МА — 


саго lo faco А ou trol ахо droptunghlularo duse prin O,.gi prin 
о, y, в cordonatole unui punot onroenro P al sistemului, 


Fig. 100 


PQ fiind distanța punctului P la dreapéo A, avem pe 
figură: 
ро? = ОР? — 009° A 

Insă OP fiind suma geometrică а veotoarelor 2, y. 2 
proecția ва OQ ре dreapta, A este egală. оп suma proecţiilor 
veotoarelor ж, y, z pe A, deci 

OQ = c сова -+ y cos B + z cos Y 
şi, în consecinţă, i 


PQ = (e + y? + 2?) — (w cos a + у cos B + z cos 1)? А У 
сееа ce este tot una eu ) | 
РО? = (a? + y? + 2°) (cos? a. + eos? B+ сов? ү) — (æ eos a -+ 
y cos B + z воз ү)?). 


Punând PQ = v si desvoltând membrul al doilea, putem 
serie 


т? e (y? + я?)оов® a. -- (22 + a?) cos? + (x? -+ y*) eos t 


— 2 yz cos B cos y — 2 zæ cos ү соза — 2 wy oos a ооз B a 


Deducem, pentru momentul de inerție al sistemului în raport de А, 


(2) I= A 008? a -+ B cos! 6 -+ O cosè y — 2 D cos B cost 
— 2 E cos y сово — 2 F oos a ооз f 


punánd 


(3) À-—Xmnm(y--2), B=Im(2? +2), O2Xm((z*-y) 


D= myz, E= mzz, F=ămzy. 


Coefieientii A, В, О reprezintă, respectiv, momentele de 
inerție ale sistemului în raport de axele Oz, Oy, Oz. 


4. Elipsold de inerție. Pentru a reprezenta în mod geo- 
metrio legea după căra :variază momentul de inerție odată cu 
direcţia dreptei A, să purtăm pe această dreaptă cu începere 


din O lungime OS egală cu E şi să căutăm locul geometrie 


al punctului S!). j 
Insemnánd prin X, Y, Z cordonatele lui S, avem 


соза = os = XVI, eos B—YVI, соѕу= 7\1 . 


Substituind aceste valori їп egalitatea (2) obţinem 
(à AX2+BY2+0Z:— 2 DYZ — 2EZX — 2 FXY =1. 


Această ecuaţie reprezintă o suprafaţă de gradul al doilea, 
având punctul O drept centru. Cum momentul de inerție Inu 
devine nul pentru nici una din dreptele A care tree prin О, 
raza veetoare OS пи devine niciodată infinită. In eonsecintá, 
ecuaţia, (4) reprezintă un elipsoid; el poartă numele de elipsoi- 
dul de inerție al sistemului, pentru punctul О. 

Axele acestui elipsoid sunt zise azele principale de inerție 
pentru punctul O. Dacă le luăm drept axe cordonate, ecuaţia 
elipsoidului se simplifică reducându-se la 


АХ? + BY2+0Z=l 
ecuație în care coeficienții А, B, О au bine înţeles alte valori 


decât în ecuația (4). 
Valoarea lui I devine 


(5) I = А воз? a + B соз? В + C cos? y. 


1) Evident că ar fi mat simplu de a lua OS = I, însă locul geometrio 
ar fi atunci o suprafață de gradul al șaselea. 
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Coeficientii А, B, C reprezintă momentele de inerție ín 
raport de axele elipsoidului, zise momente de inerție principale 
pentru punctul О !). 

, Insfárgit, „coeficienții D, E, F fiind nuli, avem 


6) Emyz=0, У тхл; = о, ус" 


Două dintre aceste trei egalitáti, spre exemplu cele două 
dintâi, exprimă că ecuaţia (4)-a elipsoidului nu conţine pe Z la 
puterea întâia; ele constituiesc prin urmare condițiile necesare 
și suficiente ак ca axul Oz să fie ax principal dă “inerție 
„pentru origina, O.. 

Elipsoid 0 La fiecare punct din ж corespunde, 
pentru un sistem material determinat, un elipsoid de inerție; 
acela dintre elipsoide care corespunde centrului de greutate al 
sistemului, poartă numele de elipsoid central. 


5. Conditie ca o dreaptă să fie ax principal de inerție 
pentru unul din punctele ei. 

zi Să luăm dreapta dată ea ax 

Oz al unui sistem dreptunghiular 

Ozyz. Fie O' punctul de pe Os, 

situat la distanţa ОО! =l, . pentru 

care .dreapta este ax -principal de 

inerție. Mutând axele Oz şi Oy. pa- 

; ; ralel. cu ele însăşi їп. punctul OY, 

су ' IE a „obţinem un. nou sistem O'zy'z! in 

Fig. 170 . raport de care ecuaţia elipsoidului 

; . de inerție pentru: punctul O' nu. 

contine termeni in z' la puterea întâia. Avem deci 


®туг=о, У т 2/27 =o 


“adică C И 
Хту(2-) =о, У та (2—1) = 0 


1) Dacă! însemnăm prin a, b, с lungimile celor 3 semi-axe ale elipso- 


y1 
Do 23 ui а ib dta 1 
а= УА’ hys ayy: 


14010), avem, potrivit formulet iniţiale 08 үт ` egalitățile 
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sau. - 
(7) Ў туг — Mb = о, Ў mzx—lMa=0 
insemnánd prin a si b eordonatele centrului de greutate şi 
M massa totală a sistemului de puncte materiale. 


Pentru са cele două ecuaţii (7) să dea, aceiași valoare 
pentru 1 trebue să avem 


prin 


i E myz ^b. 
Ems a 
Această. egalitate reprezintă condiţia căutată. Dacă ea are 
loc, distanța l se determină prin una oarecare din cele două 
ecuații (7). 
-In cazul particular când centrul de greutate se află în 


planul zOz , avem b = o si ecuațiile (7) dau ca condiție X myz = 
o, jar ca valoare pentru l: 


1= У mzæ 
Ma 

6. Condiția ca o dreaptă să fie ax principal de inerție 
pentru două din punctele ei. Să luăm dreapta dată ca ax Oz şi 


să presupunem că ea este ax principal de inerție pent origina 
О. Avem atunci : 


У туг=0, Ў тох = 0. 


Ca dreapta, dată, să fie ах principal de inerție pentru. un 
al doilea din punetele ei OY, trebue să mai avem potrivit ecu- 
aţiilor (7): A Al, | 
У туг 1.МЬ,. VERRE res 

Deei j ў 

1МЬ=о ,  "lMa—o 
adick а= 0, b. = 0, ceea; ce inseamnă că centrul de. greutate 
trebue. să se. găsească. pe dreaptă. In asemenea condiţii însă, ? 
devine nedeterminat, cu alte envinte dreapta considerată este 
ax principal de inerție pentru ori şi care din punctele ei şi în 
particular, pentru centrul, de greutate; ва este, deci un ax al 
elipsoidului central de inerție, . cite з Pues 
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Aşa dar: а) Un az al elipsoidului central este az prin- 
cipal de inerție pentru ori și care din punctele sale; 

b) Pentru ca Oz să fie un az al elipsoidului central de 
îmerție, trebue st avem în același timp 


а= 0 b=o Ymyz-—o Ут20 = 0. 
, 7 * 


1. Caleularea momentelor de inertie ale unui sistem continuu 
de puncte materiale. 

Operația se execută după aceleași principii pe care le-am 
expus la, capitolul determinării centrelor de, greutate. În. con- 
secinfá, dacă raportăm sistemul la З axe dreptunghiulare, coe- 
fieientii elipsoidului de inerție pentru origină vor avea ca ex- 
presiuni potrivit formulelor (3): 


сд 000069) асдуае, D= ||] p yz de dy dz 
B= |Í] p (2+ 22) de dy de, E = ||] p zæ dæ dy dz 
C= (o? +y’) de dy dz; F = ||] p vy de dy dz. 


Pentru solidele omogene de formă geometrică, se calcu- 
lează cele З. momente de inerție principale pentru' centrul de 
greutate. Odată cunoscute aceste 3 momente, formula (5) dă 
momentul de inerție în raport de ori ce dreaptă trecând prin 
centrul de greutate, iar formula (1) permite apoi de a calcula 
moméntul de inerție în raport de o dreaptă oarecare. 


8. Consideratiuni de avut in vedere pentru calcularea mo- 
mentelor de inerție ale solidelor omogene. 

a). Când un solid omogen are un ax de simetrie, acesta 
este un ax al elipsoidului central de inerție, căci dacă-l luăm 
ea ax Oz al unui sistem dreptunghiular, cum centrul de greu- 
tate se găseşte pe ay, avem a = о, b= o gi pe de altă parte 
Emyz=0, Ута == о de oarece la fiecare massă de cordo- 
nate. 2, y, 2 corespunde o massă egală de coordonate — 2, — у, 2. 

b). Сапа un solid omogen ате un plan de simetrie, ovi ce 
dreaptă perpendiculară pe plan este aw principal de nerpie 
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pentru punctul unde întâlnește planul, căci dacă luăm dreapta 
ca ax Oz, la fiecare massă de cordonate v, y, 2 corespunde o 
inassă egală de cordonate ж, у,—2 şi prin urmare Emyz=0, 
Îmzz = о. à 
c). Când un solid omogen este de revoluție, elipsoidul de 
inerție pentru ori ce punct al axului de revoluție este și el de 
revoluție în jurul aceluiași av. 
In adevăr, axul de revoluţie fiind un ax de simetrie, este 
ax al elipsoidului central de inerție şi prin urmare principal 
de inerție pentru ori şi ce punct al său. Celelalte două axe ale 
elipsoiduloi de inerție sunt deci eoprinse în planul perpendicular 
axului: dus prin punctul considerat. Ori, toate momentele de 
inerție în raport de dreptele conţinute in acest plan și pornind 
din punctul considerat sunt evident egale unele cu altele. Asa 
dar aceste drepte sunt toate principale de inerție pentru acel 
punct !), adică sunt axe ale elipsoidului care este astfel un elip- 
soid de revoluţie. à 


“Notă. Ca şi în Nota de la pag. 153 referitoare la centrele 
de greutate, , vom. observa că rezultatele specificate 1а cele trei 
litere a), b), c) de mai sus rămân adevărate şi în cazul când 
solidul considerat nu este omogen însă prezintă particularitatea 
că punctele sale care se corespund simetric au omeiagi massă. 

Astfel este cazul proectilelor de artilerie încărcate cu ex- 
plosiv. Axul lor de figură, care este ax de revoluţie, este prin- 
cipal de inerție pentru ori şi ce punet al său, elipsoidul respee- 
tiv de inerție fiind şi el de revoluţie în jurul aceluiași. ax. \ 


IL. MOMENTELE DE INERTIE: A CÂTORVA 
VOLUME OMOGENE. 


Vom calcula numai cele trei moniente de inerție principale 
pentru centrul de greutate, presupunând corpurile omogene şi cu 
o densitate p == 1;, ceea ce permite de a confunda, elementul de 
a $ о 

1) Aceasta se mai putea stabili şi prin aplicaţia rezultatului dela litera 
b) eet toate planurile duse prin axul de revoluţie sunt planuri de simetrie, 
așa că ori ce dreaptă dusă prin punctul ales, perpendloular pe aceste planuri 
E deci perpendiculară pe ax, este ax prinolpal de inerție pentru acel punct, 
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massă cu elementul de volum. După cum am spus mai sus, odată 
cunoscute aceste trei momente, formulele (Б) şi (1) ne permit 
apoi să determinăm momentul de inerție al corpului considerat 
în raport de ori gi ce dreaptă, a spaţiului. 


D t 1. Paralelipiped dreptunghiu. 
Centrul de greutate este in centrul 
de figură O, iar paralelele Oz, 
Оу, Oz duse muchiilor prin pune- 
tul - O sunt axele principale de 
inerție pentru acest punct, potrivit 

z demonstrațiilor dela Nr.8 precedent. 

Vom avea. de calculat ` cele 
3. integrale: T 


Ев. 111 аа А = MI + 22) da dy de. 


B = ||| eado ay aes o~ (ffe UO aedy de 


Ori, însemnând prin a, by. c: lungimile celor З muchii. ale 
paralelipipedului , avem 


şi de cum iniu; ni 9H EDITION 

р а ау dg = if ае, s LA abc. 
у. Deducem .... .: | es inm mov 

A = MP dz dy dz + || [e de dy oi d, oo (P? "n 


= abc (+a); 70 аё (ай + 3). 


Ре de altă parte, cum massa М a | paralelipipedulii redu- 
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să la volumul V are ca valoare abc, vedem că patratele celor 
trei raze de. piraţie corespunzătoare momentelor de inerție 
A, В, О au ca expresii, potrivit formulei MK? 2 Ўт; 


1% f 
gË + 0), T чу (e + a’), ту (e + 0). 


Dacă presupuneni a «b«c observăm că A>B>0, 
insă, dacă însemnăm prin a',b', с semi-axele elipsoidului de 
inerție, avem << c', cci i whole 


£cl. js 1 : 
uc Ve s Cere 

2. Cilindru circular. Centrul de greutate este pe axul eilin- 
drului, la jumătatea lungimei sale, Să luăm acest punct ca ori- 
gink a unui sistem de cordonate dreptunghiulare, axul Oz fiind 
chiar axul cilindrului iar cele- гоша n 
lalte două axe Oz şi Oy orien- 
tate întrun mod oarecare în 
planul dus prin O perpendicular 
pe Oz. Aceste. trei axe sunt 
axe principale de inerție pentru 
centrul de greutate. ? 

Să caleulám mai întâi h 
momentul de inerție în raport 
de axul Oz. Pentru aceasta, să 
descompunem cilindrul în stra- 
turi concentrice de grosime dr; Y 
dacă însemnăm prin № înălţi- 
mea cilindrului și prin R raza | , | 
sa, momentul de inerție al-unui ` ЖН wig. тта late a АЙЫ 
“strat în raport de Oz va avea А S 
ea expresie!) 2mrdr.v^ şi prin urmare 


2 
2 


22», 
Ф 
7 


© 


R i R 1- ri 2 
. С = [зета = 2тһ [re ar = -F Th RA 
о 


о 


1); Volumul oilindrului de тай v füind! c s? A, diferenţiala sa când um 
i xs ah 
variază decht v esto 2m hr dr. Чч xh 8 


24468.—21. 


Cum oilindrul circular este un corp de revoluţie, elipsoidul 
de inerție pentru ori-ce punct al axului Oz este si el de revolu- 
fie în jurul lui Oz; deci А = B. Ori 


A = urezdsdyds, B= aem du dy dz, 
= W (0 + y?) da dy dz 
prin urmare i 
в з (А+ = W (222 + а? + y?) da dy dz 
sau încă | M 
| A = B = ||| aoaydz+ +0. eT, 
Pe C îl A Să caleulám pe celălalt termen. О 


primă integratiune în raport de г dela — t la + ES ne dă 


LC {00 а: ay az= >Р {5 ае dy ` 
şi, icum {ба dy este aria secţiunii drepte а cilindrului, rezultă că 
MY 2? dæ dy dz = ы z AR. 


Аза, дат, “în “сеје din urmă, 
A-B-l rh R + 1 авв FAR (24 4 Sie к). 


Volumul cilindrului. fiind zR? M zzv celor două raze 
de girafie care corespund momentelor de inerție A si C sunt 
respectiv egale cu — .. Y z 


(mee) jim. 


,.. 9. Momentul de inerție al unul solid de revoluția în raport 
de axul său. Să considerăm cilindrul elementar de înălţime dz 
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eoprins între două planuri perpendiculare axului, -Momentul său 
de inerție în raport де Oz este, după 
cum sa văzut mai sus, 


1l pat dz 


a fiind raza cilindrului, Momeritul de 
inerție al întregului solid va fi în con- .. 
secintá 

0- $ fat da. 


| 
м . . " y | 
Insă, dacă ecuaţia curbei meri- Fig. 178 
diane este f(x, 2) == о, deducem din ea 
a = Ф (z) şi prin urmare 


o= $ |[#®]4. 


Elipsoid de revoluție. Să aplicăm · 
acest rezultat elipsoidului de revoluţie 
„a căruia curbă meridian este 


adică 
8 а 
o — 45 таб. 


Volumul elipsoidului fiind egal оп ES тоа 0%, patratul razei 


бег 2 
de girajie este -p 0°. 


Esop 


„Sferă și con de revoluție. In mod analog, găsim са mo- 
mente de inerție, pentru о sferă de rază R, 


0-8 
iar pentru un соп de revolufie de înălțime % şi rază la bază R, 


: misit 
с. C= 0:8. h 


patratele razelor de girafie fiind respectiv , 


9 3 ores 
— R? 2р2 = 
5 R’, 1065 


III. MISCAREA UNUI SOLID IN JURUL 
UNUI AX FIX. 


1. Ecuația diferenţială a mişcărei. Dacă luăm axul fix 
drept ax Oz al unui sistem dreptunghiular de axe, condiţia de 
echilibru a solidului fiind ` 


X(Y—yX-o- 


rezultă, potrivit principiului lui d'Alembert, că ecuaţia migokrei 
solidului în jurul axului fix va fi 


(90) (к) 


dio у ; 
Ў (= sH —+%)=У(ү-ух). 
Aceasta este, după cum se vede, ecuaţia din. 'care se deduce 


teorema momentelor cantităților de migeare în raport de axul 
fix şi саге poate fi scrisă . 


(1) n(o% -y 4) - X (ov - x) 
X şi Y referindu-se numai la forțele direct aplicate. 

Fie r distanţa unuia oarecare M din punctele solidului la 
axul fix si o viteza, unghiulară a solidului în momentul î. Can- 
titatea de mişcare à punctului M. fiind un vector egal cu mro 
şi tangent circonferintei pe care o descrie ‚М în mişcarea sa 
de rotaţie, momentul cantităței de mișcare în raport de axul 
fix Oz este egal eu mr?» aşa că aplicaţia ecuaţiei (1) ne dă, 


zi X тт?® == X Є = jx) 


sau 


adică 
d? X тт? = 3 (жү — yx) 
вал 
A : d 
(2) IŢI 


punând I = Emr? N= A (wY — УХ). 


Й 
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Dacă însemnăm prin 0 unghiul pe care-l descrie raza vec- 
toare ^ a punctului M cu începere de la un plan fix, spre 


exemplu dela planul Оз, avem o = 2 şi ecuația (2) se mai 
poate sorie 


do 
bi s es 
(2) bis Іт" №: 
Bine înţeles că puteam ajunge la această ecuaţie зі înlocuind 
în primul membru al formulei (1) pe æ si y prin expresiile 


a = "соз, y = rsin. 


Ecuația (2) sau (2)Pis exprimă următorul rezultat: Accele- 
тайа unghiulară а unui solid care se îmnvârtește în jurul unui 
ec fix, este egală cu câtul dintre suma momentelor forțelor 
direct aplicate $i momentul de inerție al solidului, luate amán- 
două în raport de axul fiw. 

„Să observăm cá suma momentelor cantităților de mişcare 
(momentul cinetic) їп raport de axul fix are ca expresie 


У mro = Io !) 


1) a). Fie OK momentul cinetic în raport de origina O, $i OHproectia 
lut OK pe Oz. 


2 


x Н i d 
ү OH fiind egal'eu Iw, ecuaţia (2) exprimă .că viteza I = 
Hr-—2K { 


dt 
a punctului H pe Oz este egală cu N. 
b) SÉ ealeulím proeeţiile ре Oc o Oy ale lur OK. Aces- 


“tea sunt respectiv' E eu 


[e] 
Fig. 175^ 


E РЕСЕ n Balea 


"Ort pentru un punct M, avem 


æ = тсоѕ ө, у=тзїпӨ, z = const. 
da SENON у dz 
di^ — ~У, di 2, di? 
Făcând aceste tnloeutri sub dale două semne. Ў se obţine 
— отаг şi — о Ў тау. 
Vectorul OK nu coincide prin urmare cu Oz decât dacă avem în aoe- 
lași timp M 


Xmaesco şi Imzy=0 
adică dacă amul Oz este principal de inerție pentru. punotul О. 


NOE Are 
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iar forţa, vie este | 


mad Îmi A У mut = A Io?, 


De altfel, aplicaţia teoremei forțelor vii ne dă 
dT = 40 (xY — yX) i 16 


căci, fiind vorba de o mișcare de rotaţie, travaliul elementar 
al forţelor este egal cu momentul lor în raport de axul de ro- 
tatie, {йт cu deplasarea unghiulară м 07 pesi 


= е 
х i de р 
(8) Ж ud d) - xa E 
adică i T 3 
de. p 
IZ diii dz. dt = = Na TM 
si prin urmare simplificând eu dà, ИО : 
c Е x [i 
do геоло NI 
: Bru Г айлы pr. ; à m 
care este ecuaţia (2) 8%. > : oim m t 


2. Integratiunea ecuației diferențiale, a mişcării, N, fiind їп 


general funcție de 7, 6, 2 ; ecuația *(2)bis ‘se prezintă sub 

PANAN 1 ? prez, i то SAR тю 

i 9: Ui die : 
тарб o,f PI ба! bgdumoeni 


Integratiünen: acestei ecuaţii diferențiale dă pe 0 ín: “funcție 
de t şi de două constante А саге? SERUUM valorilor 
inițiale 0j si 977 ^^ i zat 

In cazul când N este ишене numai de 0, ПЕН ДЫР 'se 
reduce la simple cuadraturi. Ws adevăr, rd N-f(0), олай 
SE ne dá Lm 


ium Pétri 


-jn Hm 40 + const. 


sau: 
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de unde 
do uL. 
== 
V i | А9) do + ap 


9, 


şi, printr'o noui cuadratură, se obţine ? în funcție de 0, şi in- 
vers 0 în funcție de ? şi de două constante arbitrare 0, şi o. 


3. Eforturi asupra axului în mișcarea de rotaţie a unui 
solid. Fixitatea axului de rotaţie poate fi realizată prin fixita- 
tea a două din punctele sale. Fie F, şi F, acţiunile acestor 
puncte asupra solidului în mişcare, într'un 
moment ?. Eforturile exercitate de solid asu- 
pra axului vor fi două forțe egale si direct 
opuse forţelor Е, şi F,, aplicate în cele două 
puncte fixe. ` 

Să caleulám pe Е, si F}. Pentru aceasta 
vom scrie că există echilibru între fortele 

Fig. 176 direct aplicate, forțele de legătură Е, şi Fe 

şi forţele de inerție. 

Sá luăm axul de rotaţie drept ax O,z al unui sistem drept- 
unghiular O,zyz, origina fiind aşezată їп unul din punetele 
fixe; fie O, celălalt punct fix situat la distanța A de origină. 
Insemnând prin: 


Р, ©, R componentele vectorului rezultant al forţelor 

direct aplicate; à 
1, М, м componentele momentului rezultant al fortelor 

direct aplicate, în raport de origină; , 

Xi, Үү, Za componentele forţei ЕП 

Х,, Y,, Z, componentele forţei Е, ; 

X', Y', 7/ componentele vectorului rezultant al fortelor 
de inerție; 

L/, M', N' componentele momentului rezultant al fortelor 
de inerție în raport de origină; i 

cele 6 ecuaţii, deduse din ecuaţiile generale de echilibru prin 
adăogirea forţelor de inerție, se soriu: 


P+X, +X, + X'=0 
(4) О+-\Ү,+Ү,-Ү'=о 
т В+27,+7„+7/ =о 
L—hY,+L'=0 
(5) M+RX,+M'=0 
| N+N'=o. 
Să determinăm componentele X', Y', Z’ şi L, M', N’ refe- 
ritoare fortelor de inertie. 
а). Componentele X', Ү!, Z'. Avem 
х' = — У сй 


А Фу d?z 
т рае s- ef 
Ori, relatiile 
z = соз 0, y=r ѕір 0, z = const . 
ne dau succesiv Я 
аг "dy dz 
Lr rj m 
dx dy dz 
(0) ав =s- yg m азу фа di^ да 0 
Deducem 


X'=o > тс + Уту 
^ Yo È турто, 
2 =o 


sau, dacă . însemnăm prin М massa solidului şi prin а, 6, c 
cordonatele centrului său de greutate, 


X'— Mao? Mb 4 
(7) у= bo + Мае 


Z =o. 
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Valoarea 7/ = o se înţelegea din capul locului, căci mig- 
carea oricătuia, din punctele solidului fiind o mişcare circulară, 
forţa, efectivă care produce această mișcare, considerată са liberă, 
fiind coprinsă în planul cercului nu are componentă paralelă, cu 
О, 2; forţa de inerție fiind egală şi direct opusă forței efective, 
nu are deci nici ea asemenea, componentă. 

Expresiunile (7) reprezintă de altfel componentele forței 
de inerție a centrului de greutate, dacă se consideră massa 
totală a corpului concentrată în acest punct. Avem, în adevăr, 
după cum se știe, : 


ай di? 
г dy _ ур 020. 


b). Componentele Ш, М, №. Avem 
dz dyY o 
V=-im(y #4) s 
d 4% 
Ste "a =E 23) 


duy dw 1 
= Ӱт (2 dic у=) yeu Gn ) 


. Inloeuind derivatele prin expresiile lor (6) se-obfine, 


уте Z RI 


м = ®те(у4 athe 2). 


- B b „d 
ЗА ма[в) убу) 


(s 


adică 


L- 5 I mos wD ту, wt = E myz + o? У таа 
@) 
Ne — d Фк me pad. 
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: Aceste valori depind, după cum se vede, de coeficienții 
elipsoidului de inerție pentru origina О,. 
c). S& substituim acum valorile (7) şi (8) în ecuaţiile (4) 
si (5). Obtinem 


P+X, +X, + Маа Mb o 


49 QY 1 Y, + Mbo —Ma 22. —o 
R+Z +2, =0 3-4 


\ L —AY, + DP тте — w туз =о a 

(0) 1 MAX, t Em yz -- 9 таг то 
А * do е 
м-14 2: 


Ultima ecuaţie ne este cunoscută; ea este ecuaţia diferen- 
фај din саге se deduce legea mişcării de rotaţie în jurul 
axului: z ; ; 

d 


ef, $-e-fQ. 

Să ne ocupăm de celelalte, Cantităţile P, Q, R, L, M, 
raportându-se la, forţele date, sunt expresiuni cunoscute de t, 6. 
c şi prin urmare de і, dacă s'a obținut legea 0 = f (t). 

Cordonatele a şi b ale centrului de: greutate sunt dease- 
menea funcţii de £ potrivit formulelor: 

a = p соѕ 0, b — p sin 
în care p reprezintă depărtarea con- 
stantă a centrului de greptate la ax. 

Insfárgit, pentru a se exprima 
Утас şi © туг în funcţie de 0- şi 
deci de t, se va imagina un sistem 
dreptunghiular de axe О, аё (2 —2) 
care legat invariabil solidului să ia 
parte odată еп el la mişcarea de. 2." 
rotație. ` и Js HU MS 
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Avem atunoi ; 739 М 
а = 27 cos 0 — y! sin 6 
y =! sin 0-- y cos 0 А 
şi prin urmare 
У таг = cos 6 Èm a'z! — sin 0 Em y'z! 
У myz = sin Ө Em g'z! + cos0 E m y’! 
egalit&ti în care sumele Emo si У туг" sunt cantități con- 
stante. А i 
Din sistemul de egalități (9) și (10) ecuațiile întâia, а 
doua, a patra şi a cincia dau valorile X, , Х,, Ү,, Y,. Rămâne 
ecuația a treia care dă suma Z, -+ 7„. Deci ca şi în cazul echi- 
librului, componentele Z, si Z, nu se pot calcula separat. 


Cazuri particulare. 1°) Să presupunem că forțele direct apli- 
cate se reduc la o forță unică trecând necontenit prin punctul О,. 
Avem atunci 
L=o, M=o, | N-—o Р 
și Ы (10) зе И la : * ; xc 


(Vie Pc e chem Ч 


(10)5% AX, t p У туга? E ma —o 


Ultima ecuaţie dă 6 == const. Să cereetám dacă se poate 
întâmpla, ca punctul О; să nu suporte mici o presiune. Trebue 
pentru aceasta ca ecuaţiile (9) și: (10) bis să fie satisfăcute când 
facem în ele Х„=о, Y, =0, Z —0. 


Ecuațiile (10) bis ne dau’ ca“ condiţii 
| У тха =0, У туг = о 


ceeace însemnează cá azul' de rotație: Ог trebue să fie aw 
principal de inerție pentru origina, Оу. Cât priveşte ecuaţiile 
(9) ele nu obligă la niei o condiţie şi dau pur şi simplu valorile 
corespunzătoare ale componentelor Х|, Yı, Zi. 

Punctul О, ne suportând nici-o presiune, solidul poate fi 
considerat ca liber în acest punot. De асі următoarea teoremă: 
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Dacă un solid mobil în jurul unui punct fix, este supus la 
forțe direct aplicate care admit o rezultantă trecând prin punctul 
fix, $i dacă solidul în virtutea unor anumite condiții inițiale începe 
a se învârti în jurul unui ax principal de inerție pentru punctul 
fix, el va continua să se Ínvárteascü indefinit în jurul acestui ax 
cu o viteză unghiulară constantă și fără ca vre un alt punct al 
axului, în afară de cel fix, să suporte vre-o presiune!). 


Din cauza acestei proprietăţi, axele principale de inerție 
pentru un punct O, se mai numesc uneori age permanente de 
rotație pentru acest punet. = 

20). Să presupunem acum că forțele direct aplicate își fac 
echilibru, sau că nu există asemenea forţe. Avem: în asemenea caz 


P=o, :Q=v0, R=o; 
L=o, M-o,  N=o. 


Pentru ca punctul O,. să nu. suporte пісі о. presiune, 
trebue: să avem ca şi mai sus i : 


(11) Emez =0, , У myz = о 


iar pe de altă parte N fiind nul, œ este constant. Ы 
Să cercetăm dacă se poate întâmpla ca presiunea în punctul 
O, să fie și ea nulă, Va trebui pentru aceasta, ca, ecuaţiile (9) 


1) La acest rezultat se poate ajunge şi direct prin următoarele con- 
sideraţii: ч 

Dacă presupunem că axul О,г este principal de inerție pentru punctul 
О,, vectorul O,K al momentului einetie în raport de O, are direcția O şi 

: dw 

valoarea То. Acest vector fiind identie cu proectia sa ре Ojz, viteza l7, а 
ponotului K pe Oz este egală atât cu momentul N al forțelor direct 
aplicate cât şi cu momentul în raport de О, al tuturor forțelor care lucrează 
asupra solldulut (pag. 326). E 


do 
Constderaţia întâia ne dă (N fünd nul) I 7g; — о de unde w == const. 


Momentul cinetic Io este decl constant şi prin urmare viteza lut K este nul&. 
Constdera(ia a doua stabileşte atuno! vă momentul forte! Fa în raport de O, 
este nul, ceeace protinde ca forța Fa вй fio nulă, deol X; = о. Y; = о. 
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să fie satisfăcute când vom face în ele pe P, Q, R; Xj, Y; 
X, Y, egali cu zero. Se obţin atunei са condiţii 


(12) a=o, b—o. 


. : 

Ori condiţiile (11) si (12) exprimă că acul.de rotație este 
un ax al elipsoidului central de inerție. Avem deci teorema 
urmátoare: 

Dacă un solid liber, acţionat de forțe care își fac echilibru, 
sau sustras oricărei forțe, începe a se invárti în jurul unui ax al 
elipsoidului central de inerție, el va continua să se invárteascá in- 
definit ín jurul acestui ax cu o viteză unghiulară constantă și fără 
ca vre unul din punctele axului să suporte vre o presiune. 

Această proprietate a făcut să se dea axelor elipsoidului 
central de inerție numele de ace naturale de rotaţie. — 

3°). Să presupunem însfârșit că forţele direct aplicate se 
reduc la un cuplu al căruia plam este perpendicular pe axul 
de rotaţie. 

ln acest'caz Р, Q, R, L, M sunt nuli ca, gi în cazul 
precedent, însă N este diferit de zero. Deci teorema precedentă 
subsistă, cu singura deosebire că viteza unghiulară a mişcărei 
nu rămâne constantă. 


PENDULUL COMPUS. 


Se numeşte astfel un solid supus numai la acţiunea greu- 
tății şi obligat de a se înyârti în jurul unui: ax orizontal. 
Să luăm axul de rotaţie ca 
ax Oz, axul Oy fiind vertical şi 
îndreptat în jos, axul Oz orizon- 
tal şi perpendicular pe planul 
` Oyz, iar origina O aleasă aşa 
fel са planul Оху să treacă prin 

centrul de greutate ©, 
Insemnând prin @ distanţa 
Fig. 178 OG şi prin.0 unghiul GOz, ecu- 

afia mişcării este 


125 = Му a cos 0 
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ceeace putem: serie 


@% _gcost 
(1) T 


punând а =. 


Ecuația (1) пе este cunoscută dela studiul mişcării pen- 
dulului simplu. Ea arată că pendulul compus are aceiași miş- 


care са şi pendulul simplu de lungime ? egală cu 5 > dacă va- 


lorile. iniţiale 0, şi e, sunt aceleași pentru ambele pendule. 
Pendulul simplu de asemenea lungime este zis gincronul pendu- 
lului compus. : 

Durată T a micilor oscilații ale pendulului compus are 


deci ca valoare 
ре I. V ele 
vog Vi ш Mag 


2 
. 1=Mag( 2) : 


Această formulă ne dă mijloeul de a determina prin ex- 
perienţă momentul de inerție al unui solid în raport de un ax; 
va fi de ajuns să dispunem orizontal acel ax, să-l fixăm, gi, 
imprimând apoi solidului o mişcare oseilatorie destul de mică 
în jurul axului, să măsurăm durata unei oscilaţii. 


Deducem 


7 Proprietăţi. Fie K raza de girafie a pendulului în raport 
de dreapta paralelă axului de rotaţie dusă prin С. Avem 


Io = MK? si prin urmare, potrivit formulei (1) dela teoria mo- 
mentelor de inerție, Т 


I=M (K? + a). 


"In consecință ^ 
lust ni ic 


„Să luăm GO’ egal cu E аза са. зй avem ОО' =], Axul 
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BB' dus prin O' pararel eu Oz se numește axul de oscilație 
al pendulului. 
Ori ce punct al solidului situat 
* pe axul de oscilație se mișcă aga ca 
şi com ar fi izolat și legat direct cu 
axul de rotaţie printr'un fir inextensi- 
bil fără massi. А 
Axele de rotaţie și де oscilație 
sunt reciproce, înțelegând prin aceasta 
că dacă din axul de oscilație facem un 
ax de rotaţie, fostul ax de rotaţie devine 
‚ їп noua mişcare ax de oscilație. Fie 
în adevăr O'G = å' ; să însemnăm prin noua lungime de pen- 
dul sineron. Avem ‹ 


Fig. 119 


: ge 
1 тт” a + "a. 9 
2 
Insă a! = E ; deci, substituind, 


ж | K2 + 
jf pt oa ж, 
аанак 
Să observăm. însfârşit că ia cieni 
Ka2n! 
a 


GO .G0/ Za. 


TEORIA MASINEI LUI ATWOOD. . 


Maşina lui Atwood, care serveşte pentru a demonstra le- 
gile căderii corpurilor, se compune dintr'un scripete vertical în 
gâtul căruia se infágoará un fir purtând 'la extremităţile lui 
două masse inegale. 

Ne propunem de a studia, mişcarea acestor masse, negli- 
jând massa firului ca şi frecarea soripetelui pe axul în jurul 
căruia, se învârteşte. Vom mai presupune că firul antrenează 
seripetele fără vre-o alunecare pe gâtul lui. 

Să raportăm mişcarea celor dou masse la două axe drep- 
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unghiulare Oz, Oy, axul Oz fiind vertical și îndreptat; în sene 
sul greutăţii. Fie: 

ту, ma сеје două masse cu presupunerea m, > т, 

$4, €, distanţele lor la Oy, 

Ti, T, tensiunile celor două porţiuni de fir, 

w viteza unghiulară de rotaţie a scripetelui, 

R тата sa, 
1 


momentul său de inerție în raport de axul de 
rotație. 


Avem ecuaţiile 


dèx б 
dp = тд Т 


m, 


dar 
mz ae = mag — Ta 


1-4 


—zR(T,— T) 


ultima ecuaţie fiind aceea a rotației 

seripetelui sub efectul forțelor T, si^ 

Т, aplicate respectiv în A, şi As. 
Mai avem însă relaţiile 


Fig. 180 


ах 
ау + шж, = const. , Ro = 71 


cea dintâi exprimând că lungimea firului este constantă, iar 

cealaltă că firul antrenează seripetele fără alunecare, In total 

deci, cinci ecuaţii între cele cinci necunoscute $,, 49, Ту, T», o. 
Ecuația a patra dă 


d?z, 2 de, 


"dh = ав 
şi în consecinţă, scăzând ecuaţia a doua din cea dintâi, 
(m, + ma) i = (m — m) 9. — (h Т). 
Bubstituind diferenței, T, — T, valoarea care rezultă din 
ecuaţia a treia, adică | , t 


24468 — 22 


— 338 — 


şi ţinând socoteală de ecuaţia a cincia care dă 


dw 1 d* 


d Коча 
găsim ca ecuaţie diferenţială a mişcării massei ту, însemnând 


pentru prescurtare cátul E prin a; 


dr, __ т—т, 
d? ^ m+m +a I 


Conchidem, ей accelerația massei m, este egală cu aceele- 
ratia datorită gravitátii înmulțită cu un factor constant propor- 
fional cu diferența masselor тү, m,. Micşorând această diferență, 
putem deci să realizăm pentru massa m, o accelerație ori cát 
de mică voim. 

Ecuațiile precedente ne dau de altfel: 


de 1 mom 
d TR m -m,ta 9 


du, — m (Èm, +a) 

т +m +a 

ат m, (2m, + a) Y А 
P7 тт фа 9! 

Vedem că cele două tensiuni T,, Т, sunt inegale; ele nu 
devin egale decât dacă presupunem a = o, adică dacă neglijăm 
massa seripetelui. I fiind atunci nul, cele cinci ecuaţii dela fn- 
ceput se reduc la acelea care “corespund mişcării masselor f, 
“ma їп, cazul când seripetele ar fi fix şi firul ar aluneca fără 
frecare pe gâtul lui (problemă analoagă cu problema, I* din 
seria de exerciții a Părţei a Ш) adică 


dèt, 
m -gp = mg —T 


m d?r. 
т» de = mg = T 


ү + ж, = const, - 


In maşina lui Atwood, cantitatea a nu esto însă negli- 
jabilă. i 


IV. MIŞCAREA UNUI SOLID IN JURUL UNUI PUNCT FIX. 
I ECUAȚIILE DIFERENȚIALE ALE MIŞCĂRII. 


Să luăm punctul fix ca origină a; unui sistem de trei axe 
dreptunghiulare fixe Ox, Oy, Oz precum și a unui sistem de 
trei axe dreptunghiulare ОХ, OY , OZ invariabil legate solidului. 

Pentru a cunoaşte intr'un moment oare care poziţia soli- 
dului, va fi suficient să cunoaştem în acel moment poziţia sis- 
temului mobil OXYZ faţă de sistemul fix Ozyz. 

1. Variabilele lui Euler. Putem determina, poziţia sistemului 
mobil prin trei unghiuri ф, 6, o 
definite în modul următor: 

b, unghiul pe care-l face 
Oz cu intersecţia OA a pla- 
nului XOY eu plaul zOy; 

6, înclinarea planului 
XOY pe planul 20у, mäsu- 
rată prin unghiul pe care-l 
face OZ cu Oz; i 

o, unghiul axului ох. eu 
dreapta OA. ; 

Se vede, cá putem trece 
dela sistemul de axe Oxyz la 

| sistemul OXYZ prin trei rotații М5 › р exeoutate în jurul 
axelor Oz, OA, OZ. 

Rotaţia ф în jurul axului Oz învârteşte sistemul de axe 
XOY în jurul lui O, în planul lui 20у, până când OX vine 
să coincidă cu ОА. 

Rotaţia 0 în jurul dreptei OA, considerată ca fixă, invár- 
ене planul XOY în jurul dreptei ОА, devenită OX, de un- 


Fig. 181 
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ghiul 0, care are ca măsură unghiul coprins între Oz şi OZ, 
aceste axe fiind perpendiculare unul pe ж Оу iar celălalt pe XOY. 

In sfârşit rotația ф în jurul axului OZ, considerat ca fix, 
învârteşte sistemul XOY în planul său, care confine pe ОА, 
până când axul OX face cu OA unghiul 9. 

Unghiurile ф, 0 si ф vor fi socotite ca pozitive cu înce- 
pere dela OX, Oz şi OA, când rotaţiile în jurul celor trei 
axe Oz, OA şi OZ, care produe aceste unghiuri, vor avea sen- 
sul direct, adică dela stânga la dreapta; în cazul eontrariu ele 
vor fi socotite ca negative. 

Pentru a cunoaște mișcarea solidalui, | va fi de ajuns să 


exprimăm pe Ф, 0, p zise variabilele lui. Euler, în funcție 
de timp. Я 


2. Ecuațiile mişcării. Acestea se obţin după сша зе stie, 
înlocuind în condiţiile de echilibru!) zx 
(ул ЛҮ жо Hobyecharmo.  "oerkru 


pe X, Y', 2, саге reprezintă componentele uneia, oarecare! 
dintre forţele direet aplicate, prin 


dy pi dii 


du 
Xm т виа 


Ecuațiile migeárei sunt prin urmare 
У" (598 I U 
(1) 5 „ (222 а 92) м 
AAC E 

în сате L’, M', № reprezintă proecțiile pe axele fixe ale mo- 


mentului cO al беја direct aplicate în raport ou ori- 
gina O, adică 


V= X(yZ — eY’), M'= XX aZ), N = (2 Y'— y X’): 


t) Insemnăm componentele forțelor prin litere ou accent, rezervánd no- 
aţiunea X, Y, Z pentru coordonatele punctelor in raport de sistemul mobil. 
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Cordonatele c, y, z ale unui punct în raport de axele 
fixe, se exprimă în funcție de cordonatele X, Y, Z ale aceluiași 
punct în raport de axele mobile, prin relațiile cunoscute 

v—aX-FoY-a'Z 
у= bX--UY -VZ 
= cX+oY+oZ 
în care cele nouă cosinururi a, b, c, -.. sunt exprimabile în 
funcţie de cele 3 unghiuri ale lui Euler: ф, 0, Ф. 

Inlocuind ре æ, y, z, în ecuaţiile (1) prin valorile de mai 
sus, cele 9 cosinusuri fiind înlocuite prin vâlorile lor în funcție 
de Ф, 0, Ф, ajungem la expresiuni ne-depinzând' decât de timp, 
de derivatele unghiurilor ф, 0, ș si de coeficienții elipsoidului 
de inerție al solidului raportat la axele mobile, coeficienţi ce 
trebuesc priviţi ea nişte constante cunoscute, 

Obtinem astfel trei ecuaţii diferenţiale de ordinul al doilea 
care integrate ne dau valorile în funcție de timp a celor 8 va- 
riabile p, 0, e si prin aceasta, epas mişcării se găseşte 
complect rezolvată. : 

Acest fel de а proceda. di însă loc la calcule lungi şi 
penibile сате se evită prin introducerea a. trei variabile auxi- 
liare. 


3. Variahile auxiliare. Aceste variabile sunt cele trei pro- 
ecţii p, q, т. ale vectorului rotației. instantanee a solidului pe 
axele mobile OX, OY, OZ?).. . ; 

Problema mișcării se 'rezolvă atunci їп felül următor: 

"10. Se stabilesc, după cum se va. vedea mai jos, ecuaţiile 
diferenţiale la care trebue să satisfacă p, q, т; 

20. Se stabilesc relaţiile care leagă ре p, g, r de p, 0 

Se obţine, procedând astfel, un sistem de 6 ecuaţii dife- 
renţiale de ordinul întâi care urmează a fi integrate, ținându-se 
seama de condiţiile inițiale, à 


1) Reamintim din Oinematicli, pag. 149, că rotația elementară a unui 
solid în jurul unui punet fix, este o rotație elementară în jurul” unui ax 
trecând prin punctul fix, numit ах instantaneu de Одур pe care se poartă 
vectorul rotației, SE 
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4. Ecuatille lul Euler. Pentru a obţine ecuaţiile la care 
trebue să satisfacă P, Ф, sub forma simplă dată de Euler, 
vom lua ca axe OX, OY, OZ cele trei axe principale de iner- 
fie ale solidului pentru punctul O si vom serie, potrivit teo- 
remelor generale ale Dinamicei, ck viteza extremității vecto- 
rului, care reprezintă, momentul rezultant al cantităților de mig- 
care în raport de О, este egală in proeejie pe fiecare din axele 
OX, OY, OZ eu proeoţia, respectivă a momentului rezultant al 
forţelor aplicate solidului, în raport de O. 

а). Momentul rezultant al cantităților de mișcare în raport 
de О. (Momentul cinetic). 

Proecţiile vitezei unui punct oarecare al solidului pe axele 
mobile. OX, OY, OZ fiind!) ; E 

(2) Uk — 02 — тҮ; vy— rX — pZ, v,— рү —gX 
momentul cantităţii de mişcare a panetului are ca proeotii pe 
aceleaşi axe : à Я 

т (Уо, — 20у), т (о — Xo), m (Xo, — Yv,) 
sau, înlocuind pe Vy; Uy, Öz prin valorile lor, 
m [Y (pY -gX)—Z (rX—pZ),, m |Z (qZ—Y)—-X (pY—gX)] , 
m [X (rX — pZ) — Y (gZ — 7Y)]. : 

In consecință proecțiile momentului rezultant ОК vor fi: 
ОК; = pă m (Y? + Z’) — g m XY — rim XZ 
OK, = gZ m (Z? + Х?) — rE т YZ — рУ m YX 
OK, = rÈ m (X? .- Y?) — рУ m ZX — qÈ m ZY 
sau, utilizând coeficienții elipsoidului de inerție, 

2 ОК; = Ap — Ед — Er 
Fig. 182 OK, = Bg — Dr — Fp 
OK; = Cr — Ер — Dg. 

Ori, prin ipoteză, axele OX, OY, OZ fiind chiar axele 


о 


1) Ойетайса, pag. 165. 
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principale de inerție pentru punctul O, coeficienţii D, E F, sunt 
nuli, aşa încât 
OK,— Ap,  OK,—-Bg, ОК,=О” 
ОК? jm A2p? 4%, в? Fors 

b). Momentul rezultant al forţelor aplicate solidului, în 
raport de O. : 

Forţele aplicate se compun din forțele date, adică forţele 
direct aplicate, şi acţiunea, necunoscută, a punctului O asupra 
solidului. Ori momentul acesteia din urmă în raport de O fiind 
nul momentul rezultant al sistemului de forțe se reduce la 
acela, al forţelor direct aplicate. Fie OH acest moment si L, 
M, N proecţiile sale pe cele trei axe OX, OY, OZ. 

c). Pentru obținerea ecuaţiilor lui Euler, trebue să expri- 
тойт că proecţiile vitezei absolute a punctului K pe axele OX, 
OY, OZ sunt egale cu proeeţiile vectorului OH pe aceleaşi axe. 

Ori, viteza; absolută a punctului K este suma geometrică 
a vitezei ре care o are acest punct în mișcarea sa relativă faţă 
de sistemul mobil OXYZ si a vitezei de antrenare. 

Cordonatele punctului. K faţă de sistemul mobil fiind 


Ар, Bg, Cr 
viteza sa relativă are са proeefii pe aceste axe 
АФ, B4, о 
` Pe de altá parte, viteza de antrenare а punctului К are 
ea proecţii pe axele mobile, ca ori care punct al solidului, 
92 —Y, TX — pZ, pY — qX 
în care va trebui să facem : 
X = Ap, Ү = Bg, 2= От. 
Deci, aceste proeefii sunt 
(С — В) д, (А — O тр, (В — А)рд. 
Exprimând acum că proeofiile vitezei absolute a punotului 
K, pe axele OX, OY, OZ, sunt egale ou ргове е veotorului 


—— раси ен, 
Mess 
A p er 
E AM аы: e Е: 
— 94 — 


OH. pe aceleaşi axe, obţinem, potrivit celor do mai sus, cole 
trei ecuații 


d 
AT + (0 Bara: 
и i 
(3) В + (A—0)rp=M 


dr 
€ ar + (B A) pg М. 
Acestea, sunt ecuaţiile lui Euler. 


5. Relaţiuni între componentele p, 0, = și КОЛ à, 0 Ф. 
Pentru a obţine aceste relafiuni, vom exprima, ok migenren ole- 
mentarí;a solidului, adică rotația elementari în jurul: axului 
instantaneu, este echivalentă. celor troi rotații 6lementare de 
unghiuri „аф, d0, de executate în jurul axelor Os, OA,.OZ. 

Ori, rotația în jurul axului instantaneu зв poate descom= 
pune în trei rotații elementare în jurul axelor ОХ, ОҮ, 07 
caracterizate prin veotoarele de rotații p, g, v iar, pe do altă 
parte, vectoarele rotafiilor elementare în jurul en Оз, OA, 


OZ sunt 9%. ; 9. e ` 

"Pentru а exprima, că cele două grupe de câte З veotoare de 
rotații sunt echivalente, vom sorie că proeofiile lor pe trei axe 
oare care sunt egale. Să .efectuim aceste prooofiuni. pe cele 8 
axe OA, ОВ, OZ, axul OB fiind dus perpendicular lui OA fn 
plenul ХОҮ. Е 

Vom observa pentru aceasta, ой. dreapta ОА fiind perpen- 
'diculară pe "fiecare din dreptele OB; Oz, OZ, aceste trei drepte 
sunt copiiùse în acelaşi Ше, АР că ава! BOz este egal 
eu = 6. 

Efectuând 'cele trei proeoțiuni găsim: ` 


ОА..... Tr = p cosp — g sin p 


(à). '| ОВ... ue A 


ГОИН 


СНТ 


=m M5 a 


Acestea sunt relațiile cutata, 


Ele pot fi puse şi aub forma 
următoare: i 


p= rid совр -- o ain 0 aln e 


q--3 sin pb ET соз Ф 


; de dy 
T = "di + "di cos 0. 


In rezumat, compo- 
nentele р, g, r gi unghiu- 
rile ф, 0, p satisfac ce- 
lor 6 ecuaţii (3) şi (4) 
care constituese împreună 
un sistem de ecuaţii: dife- 
renţiale simultanee de or- 
dinul întâi. 

Integralele generale ү. 
conţin 6 constante arbi- 
{гате care se determină 
dându-se valorile iniţiale M 
ale celor 6 necunoscute, „Fig. 188 


Din punet de vedere mecanic, problema mișcării unui 
solid în jurul unui punct fix este deci rezolvată. Nu este ins 
tot astfel si din punct de vedere analitic, căci nu se'stle а se 


integra, sistemul de ecuaţii diferențiale decât numai în unele 0a- 
zuri particulare, ; 


6. Expresia forței vil. Avem А 4 
‚2Т = Env = Em (vg? + vy? + o?) М 
адіс, potrivit egalit&filor (2) ET € 
(2T Хп [02 — rY)? + (rX — ра) (pY — qXy). 
Desvoltánd gi utilizând coeficienții elipsoidului de: inerție 


găsim 
(6) 2T = Ар + Be! Cr? —2 Dar — Erp —2 Fog. 
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Mai putem obţine acest rezultat altfel. Insemnánd prin ө 
viteza unghiulară instantanee de rotaţie si prin I momentul de 
inerție în raport de axul instantaneu, avem, după eum se stie, 


(6) 2T-Io. 


Insă, dacă însemnăm prin а, B, y unghiurile directoare 
ale axului instantaneu, teoria momentelor de inerție procură 
relaţia 


I= A cos? а + B cos? 8 + C cos? y — 2 D cos В cos Y 
— 2 E cos y cos a — 2 F cos а cos В 
şi, cum 
cosa = P. , cos В = -2-, cos y = — 
aplicaţia, ecuaţiei (6) ne conduce la formula (b). 


Dacă axele ОХ, OY, OZ sunt axele principale de înca 
expresia forţei vii se ue la 


2T-—Ap*--Bg?4- Cr?. 


7. Consideratiuni importante asupra momentului rezultant al 
cantitátilor de migcare in raport de punctul fix, Fie: 


OI, axul instantaneu de rotaţie, dus în sensul vectorului 
rotației, şi M punctul de cordonate X,, Ү,, Z, unde acest ax 
străpunge elipsoidul de inerție al solidului pentru punctul fix O; 

P, planul tangent la elipsoid în punctul M, si MN nor- 
mala elipsoidului din acest punct; 

OK, momentul rezultant al cantităților de mişcare în ra- 
` port де О. 

Vom demostra că momentul OK -este perpendicular ре 
planul P. 

In adevăr, cosinusurile directoare ale momentului OK sunt 
respectiv proporţionale cu proeofile Ap, Bg, Cr ale acestui 
moment pe axele ОХ, OY, OZ. 

Pe de altă parte, ecuaţia elipsoidului de inerție fiind 


АХ? + BY? + 02 = 1 
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ecuaţia planului tangent din punctul M este 
AXX, + BYY, + CZZ, = 


şi cosinusurile directoare ale normalei M la elipsoid sunt deci 
proporţionale cu AX,, ВҮ,, CZ.. 

Insă proecţiile X,, Ү,, 2, ale 
vectorului OM fiind evident proportio- 
nale cu proecţiile p, 9, т ale vectorului 
rotației w, vedem cá eosinusurile direc- 
toare ale normalei MN sunt propor- 
fionale eu Ap, Bq, Cr adică cu cosi- 
nusurile directoare ale momentului OK. _ 
De aci, următoarea teoremă: 


Fig. 184 


Momentul rezultant al cantităților de mișcare ОК, este 
perpendicular pe planul tangent elipsoidului de inerție dus prin 
punctul unde axul instantaneu de rotație străpunge elipsoidul. 


Cazul când elipsoidul de inerție este de revoluţie. Fie OZ 
axul de revoluţie şi OI axul instantaneu de rotație, Luând ca 
plan al figurei planul ZOI, vom observa, că-elipsoidul de iner- 
fie fiind de revoluție, planul tangent în M elipsoidului este per- 
pendieular pe planul figurei. Rezultă că momentul OK al can- 
tităților de mişcare este perpendicular pe tangenta MT, dusă 
curbei meridiane a elipsoidului de iner- 
ţie din planul ZOI, şi este prin ur- 
mare situat în același plan cu OZ 
şi OL. ; 
Fie P punctul unde axul in- 
stantaneu întâlneşte perpendiculara SP 
ridicată din S pe axul OZ şi P 
punctul de intersecție al aceleiaşi per- 
pendiculare cu paralela ОР! dusă tan- 
gentei MT. Dreptele ОР si OP! fiind 
conjugate, se ştie din Geometrie că 


Fig. 185 


avem egalitatea Ар, ч 
SP. =a 


О чө ч гт. 
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însemnând prin a semi-axul cel mic al-elipsei, cel mare fiind 
OS = c(), 
Ori, pe figură, 

SP = ctgs,:  SP'=ccotgq >` b 
deci 
s y ng 188 ug 
SP . SP' = с rii 


к à și prin urmare 


de oare ce, după cum ѕе. ştie, i... 
PERL нас. 
WA S8 гу Ост d : | 

Asa dar; în cazul când elipsoidul de inerție” este de revo- 
lufie, momentul rézultant 'al cantităților - de mișcare rămâne ne- 
contenit coprins în planul format de axul de revoluție al elipsoi- 
dului şi axul instantaneu de rotație, iar у " rămâne de 
aceiași ordine de mărime ca s. 

In particular, dacă axul instantaneu de rotaţie OI rămâne 
pe timpul mișcării foarte vecin de axul. de revoluţie ОЎ, mo- 
mentul OK уа rămâne şi el tot foarte vecin de acest ax și 
coprins în :planul ZOI; dacă înstârşit e = 0, atunci şi 7 = o. 
“Acest din urmă rezultàt пе este cunoscut dela Nota din josul 


(1) Dacă axul de: revoluţie OZ аг fi axul cel mie al elipsoldului, atunci 
acesta ar fi OS — c, celălalt fiind a. 

(2) Putem dealtfel calcula separat valorile tangentelor 
celor două unghiuri s și m. Fie în adevăr OI= w vectorul 
rotației instantanee şi OK, momentul oinetio în raport de О. 
Cum proeeţiile lui OI pe axele OX, OY, OZ sunt р, q, ғ lar 

„ acelea ale lut OK sunt Ар, Ag, Cr, oăoi elipsoidul de iner- 
: fie fiind, de evoluţie, B este egal ou A, vedem că 


f AUG лр. у a гуа) 
Fig. 186° в'=рр= Г) tam = Sp Ava. 


- Când p’ +- 9? =з о, avem în acelag! timp emmo ei 1-0, OI st OK 
„oineizând atunci cu OZ. 


paginei 326, unde s'a arătat, ей pentru са momentul cinetie în 
raport de un punct О al axului de rotaţie să fie identic cu 
momentul cinetic în raport de acest ax, trebue ca axul de ro- 
кафе să fie principal de inerție pentru punctul О. Cu alte cu- 
vinte, dacă OZ este principal de inerție pentru punetul O şi 
deci ax al elipsoidului de inerție pentru acest punct, şi, dacă 
rotația, se execută în jurul acestui ax, atunci momentul cinetic 
în raport de O coincide eu axul de rotație. 


II. CAZUL CÂND FORŢELE APLICATE ADMIT О 
REZULTANTA CARE TRECE PRIN PUNCTUL FIX. 


Acesta, este, spre exemplu, cazul unui solid supus numai 
acţiunei greutăţii si mobil în jurul centrului său de greutate, 
considerat ca fix). 9 


Rezultanta forţelor aplicate putând fi socotită ca lucrând 
în punctul fix: : 


a). Componentele L, M, N sunt nule și ecuaţiile lui Euler 
devin: 


d 
А frt (0—B)gr=o. 
d i 
(0) В + (А – С) тр=о 
Са (В А) рро. 
,b) Travaliul forţelor aplicate este nul și prin urmare 
forţa vie a solidului este constantă, adică avem 
(2) 2T = Ap? + Bg + Or? = Н. 
însemnând prin Н o constantă. : ; 


с). Momentul rezultant al cantităților de mişcare, in raport 
de punctul fix, este um vector constant gi ca mărime și ca po- 
ziție, căci viteza extremității acestui 'veotor, fiind egală ou mo- 


1) De asemenea cazul unut solid având un punot fix şi neaoflonat de 
nie] o forţă, 
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mentul rezultant al forţelor aplicate, este nulă, Avem deci, în- 
semnâud prin K o costantă, 


(3) А?р? + в? + 0272 = K?. 


1. Integratiune (Jacobi). 1). Pentra determinarea mişcării 
solidului, trebue să integrăm 'sistemul de ecuații (1) adică să 
găsim expresiile variabilelor P, q, т în funcție de timp. . 

Ori, dacă înmulţim cele trei ecuații, la rând, cu p, фт 
şi le aduriăm, obţinem 

dp dq dr _ 
Ар аг + Ba ар + Or — 
десі, integránd, : А 
Ар? + Bg? + 0r? = Н 
care nu este altceva decât ecuaţia (2) de mai sus. 
Inmultind respectiv aceleași ecuaţii. cu Ap, Во, Or si 
adunând, găsim £ 
dp а 2, år 
А?р dr + Bg р + on 97, = 
$i integránd 
4 А?р? + B?g? + 02,2 — K? 
care este ecuaţia (3). ; | 

H si К sunt două constante ale căror valori sunt deter- 
minate în funcţie de componentele po, go, r, ale vitezei iniţiale 
de rotaţie prin egalit&tile i 

Q)» Ap? + Bg? + Cr? = H 

(3) bis A?p,? + Big? + Or? K?. 

2). Să deducem mai întâi din -ecuațiile (2)bis şi (3) bis 
câteva consecințe de care ne vom servi. Avem 

K? — AH = B (B — A) q? + 0 (C — A) nè 
.K*— ВН = C(C — B) ro + A (А B) p? 
K*— CH = A (A — O) pj + B (B — 0) q? . 


Dacă presupunem 


A<B<C 


relaţiile precedente arată că avem 
K*— AH >o şi K? — CH < о. 


In ceea ce privegte diferența К? — ВН, aceasta se com- 
pune dintr'un termen pozitiv si un termen negativ aga că sem- 
nul ei nu se poate cunoaște mai de dinainte; valoarea acestei 
diferente va putea deci sá fie pozitivă, nulă sau negativă, po- 
trivit condiţiilor iniţiale ale mișcărei. 

3). Să trecem acum la metoda de integratiune. Ea constă 
în eliminarea a două din variabilele р, 9, т între. ecuaţiile (2) 
şi (3) şi una din ecuaţiile (1). Se obţine astfel o ecuație diferen- 
fial& care determină pe variabila a treia. Noi vom elimina pe 
р şi r pentru са să putem calcula mai întâi pe 9, componentă 
a vectorului rotației instantanee ре direcția axului mijlociu al 
elipsoidului de inerție. ү ; 

; Rezolvind ecuaţiile (2) si (3) în raport pe р? şi v?, găsim 


ы ((‹н—ку—в(с—в@ ` , 
4) Pac A(C— А) 
5 K? — АН) —B(B— A) g 
(5) r=! С(С—А) 


şi substituind aceste valori în а 'doua dintre ecuaţiile (1) pusă 
sub forma, ·; eR 


(B 
dt = (С Aypr dq 
obţinem . 
hd . B VAC dq 


VICE ка] — B[C-- В] V [K? — AH] — ВІВ — A] qt 

iar, cum df este pozitiv, se va lua pentru membrul i al doilea 

semnul -- sau — după cum dq va fi pozitiv sau negativ. 
Eeuafia precedentă se poate serie 

B VA 

VICE = KIR — АН) 

dq М 


(6): Ф = + 


— 852 — 


9 A 
Să facem acum schimbarea, de variabilă, 


= i си 10. 
(7) 9 TA Б(С—8В)` 
Substituind în ecuația (8) si punánd pentru preseurtare 
_Ү/(В=А)(СН—К® 
(8) m=. V (СВ) (E? — АН) 
= 4 СВ) КАН) 
(9) % АВС 
se obtine 
i : du ` " 
adi YO) 


Întegraţiunea, acestei ecuaţii diferenţiale, care depinde, de 
funcțiuni eliptice !) "пе 'dă реи în funcţie de t şi de o'constantă 
arbitrară a. ; E 

Inloewind în formulele (4) și (5) pe q^ în funcţie ' de u? 
potrivit ecuaţiei (7), avem } 

CH — К> | 
?'— Са) 
K? — AH PN 

( т? = ССА) (1 — т? w). 

Ajungem astfel la următorul sistem, care дїп 'punct de 
vedere analitic dă soluţia complectă a problemei: 


EPA VI ut 
(10) VERTS ч 
‚ = EAE, yma. 
Constantele arbitrare în număr de trei sunt H, К şi a. 
(4). Cum, prin ipoteză, А < B < C, radicalii din formulele 
(8), (9) si (10) sunt toti reali. 


1) Integrala membrului : al doilea este o integrală eliptică de prima 
speţă, 
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Pe de altá parte, pentru ca valoarea lui m зї fie mai 
mică decât unitatea, așa după cum se presupune in teoria 
funcţiilor eliptice, trebue să avem 


(C — B) (E2—AB) > (B— A) (CH -K3 
adicá 
(С — A) (К° —BH) > o 
inegalitate, care din cauză că diferența C — A este pozitivă, 

se reduce la 
—BH > o. 

In cazul contrariu, adică dacă avem K?— BH < o, atunci 
în loe de schimbarea, de variabilă (7) vom lua 
| е8 

B (B—A) 
şi valoarea, respectivă a lui m fiind 
ur V CLEA HI ки сы | 
este mai mică decât unitatea. Pentru n yom lua în acest caz 


Sdi VE=A 9-5 A) m KE». 


Sistemul (10) ia forma 


q—u 


—— K? — AH 
V1— т? ui ; q= BEA ` 


K?—AH yyri 
т = VELA . V1—w. 
Ne rămâne de examinat cazul când K*— BH — o. In. 


acest caz, făcând pe К? egal cu BH, vedem cá valoarea lui m 
se reduce la unitate-iar ecuaţia (6) devine 


E B VAC __4_ 
'=ЖНУ@=ВИВ=А) 128g 


Dacă. facem schimbarea de variabilă q = u Vm obţinem 


24468.—25 
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= sts ABC du 
dtc ((—B)B—AH' Ta 


зап, mai simplu, 
E du 
(11) ] n dt — 1—u 
punánd 


e pu (C—B) (B— A) H 
aco V ТЫДА: ЫТ” 


Integratiunea ecuaţiei (11) ne dă 
: у pee, 1 1+u 
nt + s = 5 Log E 
de unde d SREE 
Рио (at е) 
1—u 


$i prin urmare 


nt + e — п — = 
e nt + в — пі — 6 - 
Avem deci 
pendit nt 4- € — nt —'& 
АА тї +в те 


(С=вуну, HAM: 
А(С—А) LAE 


—nt—e 
еї j 


4 Ve mte ше pă 

e +e . 
Se vede, că dacă timpul creşte indefinit, p şir tind către 
zero, pe când q tinde către EL "Ori, g corespunde · axului 


mijlociu de inerție, deoarece s'a presupus A <B < C. Aşa dar: 
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Când K*—BH este nul, adică în cazul când componentele 
vitezei unghiulare inițiale pe axul cel mare și pe axul cel mic al 
elipsoidului de inerție satisfac condiției 


A (B — A) p? = C (C — В) п, 


axul instantaneu de rotație tinde, când timpul crește indefinit, către 
axul mijlociu de inerție. 


n ‚бм 


5). In rezumat, când L, М, N sunt nuli, ori care ar fi 
' diferența K? — ВН, putem determina ре р, q, т în funcție de 
timp. R X 
Trebue să ealeulám acum pe ф, б, c. 
2. Calculul unghiurilor 0, 9, v. : Să luăm ca | ax: fix Oz, 
vectorul momentului, rezultant al cantităților, de mișcare în raport 
de O, care gtim că rămâne 
invariabil și са poziţie şi 
ca lungime pe tot timpul 
mişcării. Fie OK acest vec- 
tor si să însemnăm ca şi: 
mai sus prin litera K lun- 
gimea, sa. ^ 
Proectiile ' lui. OK pe 
axele mobile OX , OY, OZ 
se știe că sunt с cu Ар, 
Bg, Cr. Ajutándu-ne де fi- 
gură, să caleulăm [direct a- 
ceste proeefii şi să eA TG ро: rezultatele dobândite cu Ap, 
Bg, Cr. \ 
Pe OZ si OB proecţiile lui ок sunt Кооз 6 şi Ksin Ө. 
Din proecţia, ре OB deducem proecfiile pe OX si pe OY care, 
potrivit figurei, se vede că sunt egale cu K sin;ð sin e si Ksin0 
05 Ф. Avem, deci egalităţile , că ; эйэ» sii} 
wes р K'sin Osin p = Арт 7^ РАНЫ 
a) . К sin б созр = Bg ELA 
iK cos 6 = Or. 


Fig, 187 


— 356 — 


„Aceste egalitíti permit de a calcula pe 0 şi ọ în funcţie 
de timp, Че oare-ce р, 95 т sunt cunoscuţi, 5 
Pentru а avea pe ф, să reluăm formula generală, 


sin 8 Em psin 9 + gcos o 


şi să înlocuim în ea pe sine şi cos prin valorile deduse din 
- egalitátile precedente, Obtinem Hem ` 


i ; dy. { ` 
(13) K sin? 0 бе = Ap? + Bg? 
Insă, pe de o parte, ultima din egalitátile (12) ne dă 
sin*8 = 1 — © i 


idr pe de altă parte, din integrala (12) dedutem i: +. . 
DUAE Ap + Bg =H О. i 
Eeuatia (13) ве poate deci serie 3 
(14) \ 9-курс" oa 
şi membrul al doilea fiind o funcţie, cunoscută, de t so va de- 
duce ф printr'o euadraturá. 


3. Caz cánd elipsoidul de inertie este de revoluție. Fie OZ 
azul de revoluţie, Oz coineizánd са зі mai sus cu vectorul mo- 
mentului rezultant al cantităților de mişcare în raport de О. 
Avem 'atunei B.— A şi ecuaţiile lui Euler devin 


|" A + (0O—A)rg=o 


d 
S A r — (0 — EDS =0 
nomas dr 
бадо, 


Ultima ecuaţie ne dá r == const. Celelalte două formează 
un sistem de ecuaţii lineare cu coeficienți constanți. Dacă pu- 
nând 


NU CT 
nU 
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derivăm pe cea dintâi si înlocuim în derivată pe s prin valoarea 
dedusă din ecuaţia a doua, găsim 
doa 


ecuaţie, a cărei Ser A generală ştim că este гойт 
= В eos (nt + e) 
B gie fiind constante UM Pe de alt& E cum 


E = пр tien + 8). 


deducem USUS sis 
Ier Sud (eta) ecl BORDE DE 
Rămâne să determinăm unghiurile lai Euler prin formulele 
dela paragraful precedent. Sn; 
Ultima dintre ера е (12) dă 2 


вов = с, adică .:0 = const. 


Celelalte două, egalităţi, divizate una “prin « alt И.П 
in ele pe B egal eu A, ne dau i 


үч, Ad 
О-да пз ш 
şi, înlocuind pe p şi 4 prin expresiile de mai sus, |... 


"tgo ооф (t + ie sau p= amy iut = (nt pe). 


Insfárgit formula (14) se mnn їп telul următor: Din. 
integralele (2) si (3), adică ie oet 


"AP+ Bgo + ОН. şi АЗ В op 
deducem, făcând pe B egal eu A, Hipango эрир 
B-osa gtg) d От). 


1) Avem dect p!--ji—6:—oconst. şi prin urmare азарае =сопз&. 
Viteza -unghtulară а rotației" instantanee este astfel wl :0a | constantă рө" tot“ 
timpul mişcării, Vectorul w. al, aceste! rotațit este coprins, după oum se ştie, 
în planul #07, 
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,.., Introdueánd aceste valori in formula (14) obținem 
dà ^K K : 
db = А de unde $— Ut фо. 
In rezumat, însemnând prin ф,, 9,, Фо valorile iniţiale ale 


\ 
unghiurilor ф, 0, şi observând că фу = > — €, avem 


Ms А С 
29289, р= 207,0. 


Aceste formule stabilesc, că azul de revoluţie al elipsoi- 
dului de inerție descrie cu `o mișcare uniformă un com de re- 
voluție în jurul vectorului fiv al momentului rezultant : al 
cantităților de mișcare !), im timp ce solidul se învârteşte си o 
miscare uni formă, în jurul, axului de revoluție. 


METODĂ GEOMETRICĂ. 


Poinsot a дай о formă geometrică teoriei rotației unui 
solid în jurul unui punct fix in cazul particular de care ne am 
ocupat până acum, adică acela când forţele direct aplicate admit 
о rezultantă саге trece necontenit prin punctul fix, sau când nu 
există forțe direct aplicate, rotația având loc. numai în virtutea, 
unor condiţii iniţiale de mișcare a solidului. 

Studiul făcut de Poinsot nu se bazează pe stabilirea prea- 
labilă a ecuaţiilor lui Euler; toate proprietăţile mişcărei se de- 
due numai din aplicaţia ecuaţiilor generale ale Dinamicei, printr'o 
serie de consideraţiuni pur geometrice. 

Ştim în adevăr că aplicaţia ecuaţiilor generale ale Dina- 
micei.la cazul considerat, conduce pe de o parte la concluzia 
că forța vie a solidului este constantă ре tot timpul mişcării, ceea 
ce corespunde ecuaţiei 


(1) ^19 —H sau Ag? + Bg? + C! = Н 


1): Dreapta OA fiind.perpenijeularÁ.pe planul 202, viteza unghiulară 
a rotației acestui plan în jurul axului Oz este egală ou viteza unghiulară a 


rotației dreptei OA în jurul aceluiași ax Os, adică egală ou ^5, + 
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iar Ре де altă parte la concluzia că momentul rezultant al can- 
шо de mişcare în raport de punctul fix păstrează necon- 
tenit în spațiu aceiași mărime gi aceiași direcție, ceea ce se 
exprimă prin ecuația 

(2) А?р? + pg? + С2у2 = К? d 

Aceasta stabilit, fie într'un moment oarecare: 

OX, OY, OZ axele principale de inerție ale solidului 
pentru punctul fix O; 

. M punctul numit pol de către Poinsot, unde axul instan- 
taneu de rotaţie, dus în sensul vectorului rotației, întâlneşte elip- 
soidul de inerție; 

I momentul de inerție al solidului în raport de axul in- 
stantaneu; : 

p lungimea, razei vectoare OM. 

Avem, prin definiţia însăşi a elip- 
soidului de inerție p -7 deci I = a H 
Introducánd această valoare in inte- 
grala (1) a fortelor vii, obtinem ri —H 
de unde : 

(8) VH: 

Conchidem: Teorema |. Viteza- unghiulară a rotației instan- 
tanee este proporţională cu distanţa punctutui fix Га pol. 

Să considerăm, pe de altă parte, 
planul tangent elipsoidului de inerție 
în punetul М. După cum am demon- 
strat la pag. 347, normala în M dusă 
acestui plan este “paralelă cu mo- 
mentul rezoltant al cantităților de 
mişcare їп raport de punctul fix, care 
ştim că este un vector de direcție in- 
variabilă. ENT SERES 

Deci: Teorema 11. Planul tangent în pol elipsoidului de inerție 
are totdeauna aceiași direcție. 


Fig. 188 


Fig. 189 
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Să caleulám fnsfárgit distanța d dela origină la planul 
tangent. Avem 


EUN și e 
Var ЕБ TOA 


sau, ținând socoteală de relația (2) ` 
= er adică d = const. 


Aşa dar: Teorema Ill. P/anu/ tangent în pol elipsoidului de 
inerție, rămâne totdeauna la aceiași distanță de punctul fix. 


Prima reprezentare geometrică, a mișcării. Din teoremele 
П şi III rezultă că planul tangent considerat este complect fix, 
Ne putem deci reprezenta mișcarea solidului, invariabil legat 
elipsoidului său de inerție pentru punctul fix, imaginánd: 

1° că acest elipsoid, al căruia centru O este fix, rămâne 
în contact cu un plan fix P; 

„20 ой el se învârteşte în fiecare moment ín, jurul dreptei 
care uneşte centrul O cu punctul de contact M; 

3° ой însfârşit vectorul w al rotației este proportional си 
lungimea OM. 

A doua reprezentare geome- 
trică a mișcării. Fie S locul geo- 
metric al punctelor din planul P 
care devin succesiv puncte de con- 
tact şi S' locul acelora de pe 
elipsoid care vin succesiv să coin- 
eidá eu cele dintâi. 

Unind punctul fix O cu fie- 
с ; саге din punctele celor 2 curbe S 
şi S, obţinem două conuri, dintre саге cel dintâi este un con 
fix gi reprezintă locul poziţiilor axului instantaneu în spaţiu. 
Celălalt con este mobil odată. cu solidul şi reprezintă locul drep- 
telor invariabil legate, solidului care devin succesiv axe instan- 
tanee de rotaţie, 


Fig. 190 
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După cum știm din Cinematică (pag. 149) mișcarea soli- 
dului poate să fie produsă prin rostogolirea conului, mobil pe 
conul fix. 

Curbele S' şi S poartă respectiv numele de polodia si 
herpolodia lui Poinsot. 

In cazul particular când elipsoidul de inerție este de re- 
voluție, raza veetoare p este constantă de oare-ce punctele elip- 
soidului care devin suecesiv puncte de contact cu planul P sunt 
toate situate pe acelaşi paralel al acestui elipsoid aga că her- 
polodia se reduce la un сеге. Cum pe: figura de mai sus avem 


1? = р? — d? 

rezultă că şi r este constant, adică polodia este gi ea tot un 
cere, descris din punetul D ca centru. Cele două conuri sunt 
deci de revoluţie si ele se rostogolese unul pe altul eu o miş- 
care uniformă, căci p fiind constant viteza, unghiulară a ЦИН 
instantanee este şi ea constantă potrivit teoremei I. 

Notă. Fie a, b, c lungimile semi-axelor supaoidulai de 
inerție, Să DAS а> > с. Avem 


а = -== j b = — | e = = 
yx Y VB үс 
Să vedem la ce se reduc în mod geometrie inegalităţile 
cunoscute: ә Ali uu 


К AH 0o și КОН «o. 
In acest scop, plecăm. dela egalitatea mai sus obţinută 
й= ун! care ne dá K? = Ek. Introdueánd această valoare, 


prima Tum inegalităţi devine 


1 
A —AH> o adică а= УА CD MEN 


Inegalitatea а doua devine la POR ei 


A —O0H«o adică d> TT sau d >c. 


Vedem astfel că cele două inegalităţi în chestiune exprimă 
pur şi simplu, că distanța punotului fix la planul P tangent 
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*elipsoidului de inerție, este coprinsă între semi-axul cel mare si 
semi-axul cel mic: al elipsoidului. i 


Ш, MIŞCAREA UNUI SOLID DE REVOLUȚIE, OMOGEN, 

ÎN JURUL UNUI PUNCT AL AXULUI SĂU DE FIGURĂ. 

1. Definiţii. Vom lua „axul de revoluție са ax mobil OZ. 
Elipsoidul de inerție pentru punctul О fiind si el de revoluţie 
în jurul lui OZ avem В = А. 

Se numeşte: : 
ecuator, planul XOY. al axelor principale egale; 
linia nodurilor, intersecţia ОА а ecuatorului cu planul fix xOy; 
precesiune, rotația solidului în jurul axului fix Oz, viteza de 


В Ap : А у d sfr А А 
„precesiune fiind viteza, unghiulară, 5 a liniei nodurilor ín 


jurul axului Oz, care este de altfel viteza unghiulară, de 
rotaţie a planului ZOz în jurul- lui Oz; 
nutaţiune, rotația solidului în jurul liniei nodurilor, viteza de 


D 


B . А А “таз ^ А 
nutaţiune fiind viteza unghiulară 4 a axului de revoluţie 
în jurul liniei nodurilor; i . 
rotaţie proprie, rotatia solidului în jurul axului! său de revoluţie 
: de i 


OZ, viteza de rotaţie proprie fiind Th 


2. Schimbare de variabile. Ecuațiile mişcării sunt cele trei 
ecuaţii ale lui Euler, їп care facem B = A, adică 


dp |, p 
Adj + (0 — A)ar=L 


КТ d z 
(1). A 1 —(07A)pr-M S 
| | сам 
la care ве adaogü cele trei relaţii de corespondenţă 
A dă 
p cos p — q sin ф = jr 
a А dy 
p sin + у соз 9 = sin 9 = 


2) XX d 
„m conf) 0 + d 


PE SE 


1 
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Elipsoidul de inerție fiind de revoluţie, este avantajos de a lua 
ca axe mobile sistemul OZ, OA, OB, axul OB find per- 
pendicular pe OA în pla- 
nul XOY. Axele OA si OB 
sunt în acelaşi timp mo- 
bile şi în solid și în spaţiu, 

Sá însemnăm prin 
p'si 9 componentele vec- 
torului rotației instanta- 
nee pe direcțiile ОА si 
OB. Expresiile acestor Y- 
componente se obțin proec- 
tând succesiv pe OA si 
OB, componentele p si q 
de pe axele ОХ si OY, 
ceea ce dă 

(3) OEC CEST, 

9 = psinp+ д соз. 

De asemenea, însemnând prin L/ si M! componentele pe 

OA. si OB ale momentului rezultant al fortelor aplicate, avem 


(4) 


Fig. 191 


L’ = Lcosp— Min e 
М = L sin ? + Meos e. 


Deducem de altfel din ecuaţiile (3) prin derivare, 


йр! 1 d. „d de 
“к (пор 00 опр FEE: 
6)' 
аа! с l d de 

r - (sin Ф E r eos o 47) + Da ` 

Aceasta, stabilit, pentru a introduce noile variabile p’ şi g 
este sufleient de a aduna cele două dintâi eouatii ale lui Euler 
înmulţite respectiv mai întâi ou cos? şi — sin p, apoi cu sing 
şi сов Ф. Se ohţine, ţinând socoteală de relaţiile (3), (4) si (5), 


4 , 
AU. + (0 — Agra a = L 


© en 
А40 — (0 — Apr AP ui c 
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iar pe de altă parte, cele două dintâi relaţii (2) se seriu 

(7) =), qnt. 

Ecuația a treia a lui Euler și relaţia treia dela (2) ră- 
mân neschimbate: | 

8) о—м,  rcos dp de. 


Acestea sunt cele şease noui ecuaţii diferențiale ale mișcării. 


3. Eliminarea lui р’, g', r. Dacă în cele trei ecuaţii ale 
lui Euler de aci mai sus, înlocuim pe p', 9, r prin expresiile 
lor, obţinem trei ecuaţii diferenţiale care definese în funcție de 


t cele trei unghiuri ф, 0, p. Aceste ecuaţii sunt următoarele: 


da ^ dA ns à d) d 
A + (0 — A) sin 0 cos (4) + Osin 4$ = 
Dad up vp Suid) d do d 
(9) A sin 0 + (2A О) cos 0-3, t oža = 
мї анг кла . dy - "c ees 
[ime us (6, di ELA, ЕР АР di) T N: 


Problema determinării mişcării solidului este astfel redusă 
la o chestiune de pură Analiză. Obţinerea soluției dă însă loc 
la dificultăţi ce nu pot fi învinse. Dacă totuși s'au putut rezolva 
unele probleme de acest gen, aceasta se datorează. faptului că 
s'au putut înlocui una sau două din ecuaţiile (9) prin una sau 
două integrale de ordinul întâi, date de teorema momentelor 
cantităților de mişcare şi de teorema forţelor vii. Vom vedea 
mai departe un exemplu. © ` 


: 4. Cat când solidul este supus unei singure forte, aplicată 
într'un punct al axului de figură. Fie F forța si S punctul ei de 
aplicaţie, situat pe: axul de revoluţie OZ la distanţa І de puno- 
tul fix O, 
Dacă însemnăm cu X', Y', Z componentele forţei pe di- 
reofille OA, OB, OZ, avem 
Le—IY,,M-IX, N-o. 
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N, fiind nul, ecuaţia a treia din sistemul (9) se inte- 
grează și ne dă, însemnând prin n.o constantă, 
oH yhy adică r = m. 

(10) cos 0 ^5 + ^ni ; 

Să presupunem că solidul se 


invártegie cu o foarte mare viteză, în 
jurul axului său de figură OZ. In 


de a, 
acest caz T fiind foarte mare, ecuația 


(10) se reduce sensibil la Lr = n 
-şi, în mod analog, reducând primii 
membri ai celorlalte două ecuaţii - 


Fig. 192 


ale sistemului. (9) la valorile lor 
d găsin relaţiile aproximative j 
; Sai 
41) Onsa =Y, Сп =- 1X. 


Aceste ecuaţii. permit de a calcula -pe ф şi 0 când se dă 
X! şi Ү', gi invers. 


a). Mișcare de nutațiune fără precesiune. Dacă presupunem 
că. forța rămâne coprinsă în planul AOZ, avem Y! = o şi prin 
urmare H Doi adică ф == const. Rezultă, că axul de figură 
OZ se învârteşte în jurul dreptei OA, care rămâne fixă, cu o 
viteză unghiulară E dată de ecuaţia a doua din sistemul (11); 
acest ax se mişcă deci într'un plan fix perpendicular direcției 
forţei motrice X' (planul BO2Z). Dacă X' este pozitiv, 2 si 
n vor fi de semne contrarii, așa că axul de figură se va apro- 
pia sau se va depărta de Oz după oum rotația solidului în jurul 
axului de figură va avea, loo dela stânga la dreapta sau dela 


dreapta le stânga. Dacă X! este negativ, mişoarea se produce 
în sens invers, 


b), Mișoare de preoesíune fără nutaţiune. 9% presupunem 
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din potrivá că forța rămâne necontenit coprinsă în planul BOZ. 


Avem atunci X — o şi prin urmare 2 == о adicá 0 — const. 


Axul de figură OZ descrie deci o migeare conică în jurul drep- 
tei fixe Oz, deplasarea lui fiind astfel perpendiculară direcției 


forţei, motrice Y!!). Valoarea, vitezei de precesiune H este dată 


în fiecare moment de prima din ecuațiile (11), care din cauza 


etf A si d d T 
mărimii factorului n dă pentru 5 o valoare foarte mică. Dacă 


7 az +: . dy ч : "n 
Ү! este pozitiv rotatiile n gi -g vor fi de, sensuri. contrarii, iar 


x П : . фо. ; А В 
dacá Y! este negativ rotația ca va avea, același sens ca rotația n. 


c). Solidul având o mişcare inițială de rotaţie rapidă în 
jurul axului de figură OZ, şi fără a fi supus acţiunii vre unei 
forţe, să acţionăm cu mâna acest ax făcându-l să deserie cu o 
mişcare uniformă un con de revoluţie în jurul axului fix Oz. 


dt 
lizăm astfel cazul dela litera b) însă cu viteză de: precesiune 
constantă, și avem 


8 д DUM 
Voi avea © = о şi 4 — const. In consecinţă X’ = o. Rea- 


Aceasta, este forţa care produce miş ` 
carea, conică şi care este egală şi direct 
opusă reacţiunii axului asupra mânei 2). 


dy 


Dacă — nu este foarte mic, reacţiunea 


Fig. 193, este foarte mare; paralelă cu OB, ea este 
` perpendiculară direcției în care se depla- 


1) Viteza unghiulară a planului 202 în rotația din jurul lui оз este 


egală cu viteza unghiulară E a dreptei OA din planul «Oy, această dreaptă 


fiind perpendiculară pe 202. ., . 
2) Putem scrie C TS 
n n 
Y'= — r » (1 8000) uy =- V i 
însemnând prin V viteza. punotulul de apltoaţie. S. Forţa motrice „este deot 
proporțională eu productul Vn și invers proporționali ou ?, 


i 
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sează aul. OZ, contrariu. de ceea ce ar avea loe 'dacă n'ar 
exista rotația. : 
Dacă rotația n аге loc; dela stânga la dreapta gi voim să 
fara d . P ; 
realizám un ^ de acelaşi sens, cum Y! trebue să fie atunci 
negativ va trebui să tragem .de ax în sensul OB/ pentru pro- 
ducerea mișcării conice în sensul voit, pe “când dacă rotația n 
„are loc dela dreapta la stânga (n < о) şi voim să realizăm 


aceiaşi mişcare 4> о) va trebui să împingem de ax în 
sensul OB pentru ca Y' să fie astfel pozitiv. La prima vedere 


aceasta pare cu adevărat paradoxal, după cum la fel pare şi 
rezultatul dela litera a). 


- Моїй. Să considerăm сата] când forţa aplicată solidului 

ar fi greutatea sa P aplicată în centrul de greutate G, la di- 
stant& a de punctul fix О, 

Luând axul Oz vertical, greutatea 

P va fi necontenit coprinsă în planul BOZ 


şi vom avea Ү’ = — Р зіп 0. Deci 
À Cn sin 8 dy 
-P sin 6= түт "di 
de unde 
dy „Ра, și Fig. 194 
di Cn 


Aceasta nu este decât o valoare mijlocie. In ceea ce 
urmează vom stabili o valoare mai. precisă, studiind cu. mai 
multă rigurositate chestiunea mişcării unui solid greu în jurul 
unui punct al axului său de figură. 


IV. MIŞCAREA UNUI SOLID DE REVOLUTIE, OMOGEN, IN JURUL 
UNUI PUNCT AL AXULUI SĂU DE FIGURĂ, IN CAZUL CÂND EL 
: NU ESTE SUPUS DECÂT ACTIUNEI GREUTĂȚII. 

| 1. Ecuațiile mișcărel. а). Să considerăm un solid de.revo- 
lufie omogen, mobil în jurul unuia din punctele axului său de 
figură O gi supus numai aofiunei greutăţii. 


` Axul fix Oe fiind vertical şi îndreptat în sus, бе: 
G, centrul de greutate al solidului; 
a, distanţa lui G la punctul fix O; pi 
P, greutatea solidului. 


Forţele direct aplicate reducându-se la forţa P aplicată în 
punctul G şi coprinsă în planul dreptelor OZ, Oz, OB care 
este perpendicular direcţiei OA, componentele L/, М’, N ale 
momentului rezultant în raport de 'axele OA, OB, OZ sunt 


I/=P.O0D=P.asin 0 


12 
(a) M=o, N-—o. 


Inlocuind în ecuaţiile (9) pe L/, М, N prin aceste valori, 
obţinem ecuaţiile mişcării. Nu 
vom . utiliza însă decât pe 
a treia dintre aceste ecuații, 
substituind celorlalte două in- 
.tegralele de. ordinul întâi pe 
care ni le dă teorema forţelor 
vii și teorema momentelor can- 
titátilor de mișcare. 

Ecuația a treia, din siste- 
mul (9) care nu este altceva 
decât ecuația a treia a lui Euler: 


Eig 1o С, о м, se integrează când 


facem pe N. egal cu zero, şi ne dă. 


dy , de — 
cos 0 "di tai n 


n reprezentând valoarea constantă a lui r pe tot timpul mi- ; 
şeării, Ys : 

b) Să aplicăm acum teorema forțelor vii. Cum solidul 
fiind de revoluţie în jurul axului OZ avem B = A, forța sa vie 
are ea expresie 

T-d CE o) + om]. 


D 


i 


“adică 


. Momentul forței P în raport de Oz fiind necon- 
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Insă relaţiile cunoscute (3): 
p —pcosp—qsin g, 9 =p sin 9 + дсозр 
ne dau Е 
p?+g? = gh gto 
десі 
е е). 
Pe de altá parte, greutatea Р admite ca potential Y= Pe, 


- V=P.acos0. 


Exprimând potrivit teoremei forţelor vii că suma Т+У 
este o constantă, obţinem ecuaţia, 


A ( p? + 9°) + Ст? + 2P a cos 0 = const. 
sare ţinând, socoteală de аа (7) adică 


: „d o 9. 
ре? 9 = іп E 
se scrie 


(13) A[(2) + sie 0 (4 Ss ce 


Н! fiind о constantă. 


с). Să aplicăm înstârşit teorema momentelor cantităților de 
mişcare. Fie OK momentul rezultant al cantităților de mişcare 
în raport de O. Ştim că proeetia pé.un ax a vitezei punotului 
K este egală cu momentul rezultant al forţelor direct aplicate: 
fn raport de axul considerat, 2) к 

Să luăm ca ax de proecţiune axul fix Oz, 7 


tenit nul, rezultă că proectia pe acest ax a vi- o 5: 
tezei punctului К este necontenit nulă şi prin Р" Ni 
urmare că proecția vectorului ОК pe Oz este o A 
constantă, \ 


1) Relaţie de altfel evidenti, okot ш fiind veotorul rotaţie! instantanee, 
avem wt == p? 4- g? p 79 == phi e qn 4 гї. 
24468, — 24 


— 370 — 


Ori, proecţiile lui OK pe axele mobile OX , OY, OZ sunt 
Ар, Ag, Or 
deci proesţiile pe axele OA, OB, OZ vor fi 

Ap. cosp— Ад. віп ф, Ap. sin ф- Ад. созф, Cr 
adică Ap', Ag, Or. 

Să proectăm aceste segmente „pe axul Oz. Proecţia lui Ар! 
este nulă, OA fiind perpendiculară pe Oz. Proecţia lui Ад) este 
egală cu Ag'sin 6, iar aceea a lui Or egală cu С” сов Ө. Aşa, 
dar, proecţia vectorului OK pe Oz este Ag'sin6 + Cr cos Ө. 

А 
Inlocuind ре 9! prin sin 6 77; * pe'r prin n si exprimând că suma 


respectivă, este o constantă K!, obţinem ecuația. 
; : d) | ; 
(1%) A sin? 0 y + On cos 0 = К”. 


d). In rezumat, sistemul de, ecuaţii (9) poate fi înlocuit în 
cazul de faţă prin următorul sistem de trei ecuaţii diferenţiale 
de ordinul întâi, care determină pe ф, 0, p în funcţie de t: . 


Q2 d 2 
A [ (ш) +зш°в() ]|+2Раевв—Н' 
(15) 3 Asin* 0 2 4 Cn cos 8 - К! 
E pid 
cos 0 = + d =n 
în care Н’, К’, ^ reprezintă constante depinzând de condiţiile 
iniţiale ale mișcării. 1 
2, Caz particular când la începutul mişcării vitezele de nu- - 
tatiune şi de precesiune sunt amândouă nule, iar solidul este ani- 
mat de o foarte mare viteză de rotaţie în jurul axului său de 
figură, — ' , 
Punánd pentru simplicitate 


Pa 
ъ= і ГА = т 
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ecuaţiile precedente se pot serie, introducând condiţiile iniţiale, 


dia (45) = o = ; (8). о, 6=8: 


(a) їп? 8 4)-2 Я 8 
gr) + sin аг) > 21 (cos 0, — cos 0) 


(16) sin? 6 4 — m (cos 6, = cos 0) 

dy ар. | (de 

ў а n = d Jo 
Eliminánd ре 9. între cele două dintâi ecuaţii, se obţine 


(17): sin20 (5 "di 3); = 2 1 sin? 0 (cos 6, — cos s0) — m? (eos 0, — eos 0)? , 


| Această ecuație determină pe 0; a doua din ecuațiile (16) 


" d 
dá atunei pe 2 adică viteza de precesiune, iar ecuaţia a treia, 


figură. à ` 


(cos 0 — cos 0). Vom putea deci pune 
(18). 6—6, +e 


In consecință, vom putea sorie: 


procură însfârşit viteza rotației proprii ~ dr: în jurul axului de 


Să ţinem acum socoteală de faptul că, prin ipoteză, viteza 
iniţială n este foarte mare. Cantitatea m este și ea atunci foarte 
mare, şi, pentru ca membrul àl 2'2 а] ecuaţiei (17) să fie po- 
zitiv, după cum este şi membrul întâi, trebue, pe de o parte 
ca diferența cos б — cos să fie pozitivă pentru ea primul ter- 
men din membrul al doilea să fie pozitiv, iar pe de altă parte 
această diferenţă trebue să fie şi foarte mică pentru ea ter- 
епа] m? (cos 0, — cos6)? să poată fi mai mic decât 27 5іп? 0 


e fiind o cantitate pozitivă 'și foarte mică, al căreia patrat va 
putea fi neglijat, afară de cazul când acest patrat se va găsi 
multiplicat eu un factor de aceiaşi ordine de mărime ca п?! 


1) Aceasta pentru motivul ой în eouaţia (17) termenul final este too- 


mai de ordinul n?e?, ceea ce se poate vedea punându-l sub forma 


2 2 — 8 3 9, s 
a 


e ca 
4 т? sin sin? adică y n? $8 sin 


d 


T 
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соз Ө = cos (0, + в) = cos б, — esin 0, 

зіп? Ө = sin? (0, + s) = sin? 0, + 2 esin 0, cos 6; 
şi ecuaţia (17) devine prin aceste substituiri, neglijánd termenii 
în s2, păstrând pe acela în т?з? si simplifieánd cu sin 0, , 


2 
(sin 0, + 2 в соз б) (8) = 2 l s sin? 00 — т? е? sin 0, 
de unde 
d) = 2 L s sin20, — m? c? sin Ө 
dj — sin 0 + 2 e cos 6, 
şi, efectuând diviziunea, din membrul al doilea cu respectarea 


'aceluiaşi principiu ca mai sus, ceea ce revine la neglijarea lui 
2 s соз 0, înaintea lui sin? , 


A2 
2) = 2 le sin, — m? =? 


do Y? 2 2 І sin 0, 
dp) ^ "* тиш): 


__ 21 sin 8, 
ae тй үрү 


Dacă punein 
a 


` 


putem serie € 
2 
9) = ms (2. —, s) 
de unde, observând că potrivit egalităţii (18) avem dd = ds, 
Еа 
Ve (a — e) 

Integraţiunea, acestei ecuaţii, ţinând socoteală că pentru 

t — o avem 0 = 0, şi prin urmare s = o, ne dă 
are cos (1 — 2e) = ті. 

Din această egalitate rezultă 
(19) a = E (1 — cos mt) 
sau Я 


modus 
8 a sin 7g- 


[ 
| 


4А 
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Cantitatea pozitivă s este deci periodică şi « este valoa- 
rea sa maximă. Avem de altfel, substituind lui Z şi m valorile 
lor 

JM 2 sint, _ 2 AP a sine 
@ = a == p 

Unghiul 0 porneşte deci dela valoarea, 0, crește până la 
valoarea, 0, + a apoi se micşorează, revine la valoarea 0, când 
є = о şi tot aşa mai departe. Valoarea lui о este de altfel foarte 
mică şi cu atât mai mică cu cât n este mai mare. 


a). Viteza de nutatiune. Egalitátile (18) si (19) ne dau 


dB de mo. 
TITI sin mt 
sau 


` dà Pa sin, . 
(20) di > сп * sin mt. 


: ` , d " Ж 
b). Viteza, de precesiune. Valoarea, A rezultá, dupá eum 


s'a mai spus, din а dona din ecuaţiile (16) care dă 


dy _ m (cos 6, —cos D me 


"dt sin? 0 = sinb, + 2«cos 8, 


adică, în aceiaşi ordine de aproximație, 


dy — 
dt sin% 
sau, înlocuind pe m prin valoarea sa şi pe s prin expresia (19), 
(21) A Е = E (1 — eos mt) . 
Cum 1 — eos mt variază între o şi 2, valoarea mijlocie a 


. . Pa 
vitezei de precesiune este egală cu Cm 


в). Viteza de rotație proprie. Еопафіа a treia din sistemul (16) 
ne dă : 
de d a i a (1 — i) 
qi = n—c0s6 dk = n — (cos 0 — e sin 0) Сп ке 
adică 
(22) m — er eos б (1 — ооз mt). 
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d) Valoarea perioadei. Cele trei expresiuni (20), (21) si 
(22) arată că vitezele de nutajiune, de precesiune şi de rotaţie 
proprie trec respectiv prin aceleași valori când cantitatea mf 


se mărește cu 27, adică, când timpul se măreşte cu т * Valoarea 


ess sau TERA 
m Cn 


reprezintă deci perioada fenomenului. Ea este foarte mică, 


Notă. Rezultatele, atât dela capitolul de faţă cát şi dela 
capitolul precedent, se aplică nu numai solidelor de revoluţie 
omogene, dar şi solidelor de revoluţie care fără a fi omogene 
prezintă particularitatea că punotele lor care se corespund si- 
metric faţă de axul de revoluţie au aceiaşi massă (Nota dela 


pag. 153). 


3. Giroscooape. Rezultatele de mai sus se verifică cu aju- 
torul sfárlezei giroscopice şi a balanței giroscopice. 


Sfârleaza giroscopică este constituită dintr'un tor metalie 

T, al căruia ax AA! este menţinut de un cadru circular C, acesta 

formând corp сп o vergea OZ dispusă în prelungirea axului 
torului. 

Extremitatea О a vergelei se dispune, după fnvártirea 

; prealabilă a torului, în scobitura, u- 

nui suport. Axul AA! va, părea, atunci 

că descrie un con de revoluţie în 

jurul verticalei, еп o viteză unghiu- 

lară cu atât mai mică cu cât rota- 

fia dată torului a . fost mai mare. 

In realitate, unghiul axului AA! cu 

verticala, adică unghiul nutaţiunii, 

Fig. 197 nu este constant, însă variațiile sale 

fiind foarte mici nu pot. fi prinse 

cu ochiul, De asemenea, viteza de precesiune a axului în jurul 

verticalei nu este constantă, însă, perioada, variaţiei sale fiind . 


y 
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foarte scurtă, ochiul nu poate prinde decât valoarea sa mij- 
Pa D. Я 


locie ст 

Rotaţia in jurul vertiealei are de altfel acelaşi sens са 
rotatia sfárlezei in jurul axulei ei. 

Balanța giroscopicá se. compune din două sfere metalice 
inegale S si S', montate pe aceiași vergea 
ZOZ, mobilă în jurul punctului О. Se 
dă sistemului o rotaţiune rapidă în jurul 
axului OZ. 

Sfera, S poate eulisa în lungul ver- 
gelei. Se poate astfel modifica poziţia, cen- 
trului de greutate G a sistemului, aşa, fel 
ca distanţa a din formulele de mai sus 
să poată trece dela pozitiv la negativ şi- 
să se realizeze în consecinţă o viteză de 
precesiune pozitivă sau negativă, potrivit 
formulei (21). 


1) Cum pe de o parte această valoare este foarte mică, iar pe; de altă 
parte, dacă neglijăm oscilațiile insensibile ale axului de figură, avem E —0, 


rezultă potrivit formulelor (7) adică: 

; d$ A 

că р! este nul iar 9/ neglijabil. Componentele Ap', Ag!, Cr ale momentului 

cinetic se reduc deci sensibil la Cr. Cu alte cuvinte, momentul бё 

Z 12 netic OK în raport de О coincide sensibil cu azul de figură OZ 
al solidului. 

@ Astfel fiind, aplicaţia teoremei momentului cinetic în raport 

de О, determină viteza punctului K şi deci pe aceea a axului de 

figură Oz. Aceasta constitue ceea ce se numeşte principiul efectu- 


: oa dy 
, I= sin 0 4 
9 sin dt 


Fig. 198 lui giroscopic. Viteza punetului K fiind Crsin8. Ф; jar momen- 


tal greutăţii P in raport de О fiind Равіп 6, avem ; prin epice iute 


4 
directă a acestui principiu Cr sin d A = P a sin 0 de unde Z- = 26 


pentru r = n. 

A se rovedea şi Nota din josul paginei 843., „Condiția 2%+ 4% = о de 
acolo, este aici realizată, ойо! avem г? + @ = р? "Eg? şi p! este nul iar 
4! neglijabil. ; 
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Notă. Dacă în loc de sfárleaza giroseopieá considerăm o 

sfârlează ordinară, având extremitatea, piciorului ei rotunjită si 
' angajată într'o scobitură, constatăm, că axul sfârlezei în loe de 
a descrie o mişcare conică în jurul verticalei punctului de con- 
tact, se aproprie cu repeziciune de verticală și rămâne tot tim- 
pul în această poziţie, până când viteza de rotație a sfârlezei 
micşorându-se prea mult, sfárleáza, după câteva oscilații nere- 
gulate, cade la pământ. 

Pentru ca axul sfârlezei să se aproprie de verticală, a 
trebuit să intervină, după cum ştim, о forţă perpendiculară pe 
planul format de axul sfârlezei și verticala, care întâlneşte acest 
ax şi trece prin punctul de contact. Acest punct nu mai cores- 
punde în cazul de faţă cu extremitatea axului sfârlezei, ci este 
în afara axului. Forţa de frecare ce ia naştere la contact, se 
transmite atunci centrului de greutate al sfârlezei şi ea este 
aceea care dă sfârlezei mişcarea despre care vorbim. 


GIROSCOPUL LUI FOUCAULT. 


Acest giroscop e format dintr'un tor de bronz, al căruia 
ax AA! este montat pe o suspensiune „à la Cardan“, ceea ce 
permite deplasări absolut libere în ju- 
rul centrului de greutate care rămâne 
fix. Un mecanism cu roate dinţate per- · 
mite de a se da torului o rotaţiune 
p foarte rapidă în jurul axului sáu de 
figură. 5 
Fie О centrul de greutate și Oxyz 
„un sistem de axe dreptunghiulare in- 
variabil legate pământului, axul Oz 
fiind paralel liniei polurilor si îndrep- 
tat spre Nord, axul Oz în planul me- 
ridian şi îndreptat tot spre Nord, iar axul Oy perpendicular pe 
celelalte două şi îndreptat spre Est, presupunând că ne aflăm 
în emisfera boreală. 
Fie de asemenea OA, OB, OZ cele trei axe pe care le 
am utilizat la studiul mişcării solidelor de revoluţie omogene 


Fig. 200 
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în jurul unui punct fix, axul OZ coineizánd de altfel cu axul 
torului. : 


Ştim că putem trata mişcarea unui corp la suprafaţa pă- 
mântului ca o migeare absolută, dacă 
alăturăm forţelor realmente aplicate, 
forța de inerție de antrenare si forța cen- 
trifugă compusă a fiecăruia, din punetele 
sale. Ori, în cazul giroscopului lui Fou- 
cault, forțele realmente aplicate sunt a- 
tracţiunea, terestră şi acţiunea punctu- 
lui fix 1). Atractiunea terestră, compusă, 
cu forţa de inerție de antrenare dă 
greutatea, şi rezultanta tuturor greutăților trece prin centrul de 
greutate, adică prin punctul fix. Așa dar, acţiunea punctului 
fix, atraoţiunea terestră şi forțele de inerție de antrenare nu 
intervin în ecuaţiile mișcărei, momentul lor rezultant fiind nul 


în raport de punctul fix. Rămân deci numai forţele centrifuge 
compuse. i 


Fig. 201 


Acestea, intervin în ecuaţii prin momentele lor rezultante , 
în raport de axele OA, OB, OZ. Fie L/, М!, N aceste mo- 


a m , У „d 
mente. Se stabileşte, ей dacă presupunem” rotația proprie Y а 


giroseopului ea fiind foarte mare, valorile componentelor L/, 
M', N se reduc aproximativ la 


L'—Oosnü 7, . M=0, N= 


w fiind viteza unghiulară de rotaţie a pământului. 
Dacă comparăm aceste formule cu formulele (12) adică 


L! = Pa sinô , M'—o, N=0 


conchidem că tot ce s'a spus referitor la mișcarea unui solid de 
revoluție omogen si greu în jurul unui punct al axului său de 
figură, se aplică si giroseopului lui Foucault, înlocuindu-se în 


1) Această acţiune este de fapt exercitată de către legăturile giroseo- 
pulut; cum punctul O rămâne fix, acțiunea legăturilor echivalează însă pe 
aceea a punctului O considerat ca realmente fixat. 
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rezultatele dobândite produetul Pa prin Cof sau Cn o. Astfel: 


a) Axul OZ al giroscopului oscilează în planul mobil 20Z, 
unghiul 6 variind între limitele foarte apropiate 
2 A i» sin 8, 

Сп. 
aşa, că, oscilatia este imperceptibilá: şi axul OZ pare a descrie 
un eon de revoluţie în jurul axului boreal: 

b) Planul 20Z se învârteşte în jurul lui Oz cu o viteză 
unghiulară, 

dy 


с Сп 
пр = o (1 — cos m i) unde т = 5 · 


Valoarea mijlocie a vitezei de precesiune este deci egală 
eu w, adică cu viteza unghiulară de rotaţie a pământului. Cum, 


% si +a, unde « = 


pe de altă parte, este totdeauna pozitiv, migearea de prece- 


siune a axului giroscopului are loe: dela stânga la dreapta, 
adică în sensul contrariu ul mișcării pământului. 
In rezumat, azul giroscopului descrie sensibil un con de 
‚ revoluție, cu o mișcare uniformă, în jurul liniei boreale, și vi- 
teza unghiulară, mijlocie a acestei, mișcări. este egală și de sens 
contrariu vitezei unghiulare de rotaţie a pământului’). 


1) Putem ajunge mult mai repede la acest rezultat prin aplicaţia 
principiului efectului giroscopic, luând ca axe duse prin centrul giroscopului 
un sistem de axe de direcţii absolut fixe în spaţiu, Deplasarea acestui sistem 
de axe fiind o translație, mişcarea relativă a giroseopului va depinde de 
efectul atracției terestre si de acela al forțelor de inertie de antrenare. Am- 
bele aceste forte sunt aplicate în centrul de greutate al giroscopului, adică în 
punctul О, Т E : 

Ori, în virtutea principiului efectului glroscopie, momentul cinetio OK. 
coincide sensibil cu direcţia OZ a axului giroscopului, 

2,105 ‚ Cum momentele celor două forţe considerate sunt amândouă 
nule, viteza punctului K este nulă și prin urmare axul de figură 
OZ păstrează acelasi direcție absolută în spațiu, adică rămâne în- 
dreptat spre acelaşi stea fixă. Rezultă atunci imediat, că pentru un 
observator terestru, axul giroscopului, întoomal ca şi steaua oltre 

Q care rímáne îndreptat, va părea că se învârteşte în jurul liniei 
Fig. 202 boreale, în sensul invers al mişcării pământului şi оп o viteză 
unghiulară egală ca mărime cu aceea a rotației terestra. 
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Dacă se fixează inelul de suspensiune BAB'A' întrun 
plan orizontal, axul OC! fiind vertical, axul giroseopului nu se 
va putea deplasa, decât orizontal; el va oscila de o parte şi de 
alta a meridianei adevărate, aşa după cum acul unui declinator 
oscilează în jurul meridianei magnetice, fixándu-se în cele din 
urmă pe meridiană. 

Dacă din potrivă se imobilizează inelul CBO'B' într'un 
plan perpendicular planului meridian, axul giroscopului nu se 
va putea deplasa decât în planul meridian; el va executa atunci 
o serie de oscilaţii în jurul paralelei liniei polurilor, fixându-se 
în cele din urmă pe direcţia acestei paralele. 

Din cele de mai sus se vede cá giroseopul lui Foucault 
poate servi pentru a demonstra mişcarea de rotaţie a pământu- 
lui şi a determina întrun loe meridiana adevărată și latitudi- 
nea locului. Aceste din urmă determinări nu au însă, după cum 
se înţelege, decât un interes teoretic, 


Notă. Mişcările sfârlezei şi balanței giroscopice despre care 
sa vorbit mai înainte, sunt tot mişcări relative, însă în ele 
efectul forţei centrifuge compuse are o slabă influență pe lângă 
acela al greutății, care nu se găseşte aplicată în punctul fix 
са în cazul giroscopului lui Foucault. 

Experienţa însăşi dovedeşte acest fapt. 


- 
n 


V. MISCAREA UNUI SOLID LIBER. 


Să considerăm un corp solid, liber în spaţiu si solicitat 
de anumite forțe. Pentru a-i cunoaște mișcarea, va fi suficient 
să determinăm mișcarea în spaţiu a centrului său de greutate, 
apoi mişcarea solidului în jurul acestui punct. 

Fie Охуг un sistem de axe fixe și G centrul de greutate 
al solidului, de cordonate a. b, c. ; 

Ecuațiile mişcării lui G sunt, după eum зе stie, - 

_ da Doa, dib 

(1) M =X, М d? 
în care M reprezintă massa solidului. | 

Prin punctul G să ducem axele Ga, Gy', бг! paralele cu 
Oz, Oy, Oz. Ştim (pag. 238) că teorema momentelor can- 
tităților de mișcare se aplică față 
de sistemul G g'y'z' ca si cum a- 
cest sistem de axe ar fi fix ín 
spaţiu, adică fără a fi nevoe de 
a alătura vre-o forță aparentă, 
forțelor reale care lucrează asu- 
pra solidului. Ori, ecuațiile care ` 
determină mișcarea unui solid în 
jurul unui punct fix, rezultă nu- 1 
тай din aplicaţiunea. teoremei..mo- Fig. 203 
mentelor cantităților de mișcare. 

Vom serie deci acele ecuaţii са $i cum sistemul бш'уз' ar fi 
fix în spaţiu și vom avea, prin aceasta, cele trei ecuaţii ale 


=, MŽ zz 


| 
| 
| 
| 


— 381 — 


mişcării relative a solidului în jurul centrului sáu de greutate !). 

Dacă luăm ea axe invariabil legate solidului cele trei axe 
principale de inerție pentru punctul б, poziţia solidului va 
putea, fi definită prin cele trei unghiuri ale lui Euler ф, 0, Ф 
şi aplieafiunea teoremei momentelor cantităților de mişeare va 
conduce, după cum se ştie, 1а ecuaţiile lui Euler: 


d 
A% + (С – В) = 1. 


(2) BH + (A – 0) 7р= М 


а 
Сл +- А) pg = 


Ecuațiile (1) si (2) considerate simultan ne dau pe a, b, 
c; P, q, т. їп funcție de £. Se vor determina apoi unghiurile 
Ф, 0, p prin relațiile cunoscute în funcție de p, q, r 


Exemplu. Mişcarea unui solid în vid sub simpla acțiune a 
greutății. Mişcarea inițială a solidului se va caracteriza prin 
poziția şi viteza centrului sáu de greutate gi prin rotația instan- 
tanee în jurul unui anumit ax trecând prin centrul de greutate. 

Ecuațiile (1) se vor putea integra separat, ele ne depin- 


1) Este interesant de а mai гайопа si astfel: Mişcarea solidului în 
raport de sistemul G a! y! z! poate fi tratată ca o mişcare absolută, dacă ală- 
turăm forțelor realmente aplicate forțele de inerție de antrenare si forțele 
GEERT compuse. Ori, cele din urmă sunt nule, mişcarea sistemului de axe 
G a! y! 2/ fiind o translație, iar forțele de inerție de antrenare, fiind toate 
paralele, de. acelaşi sens și proporționale cu massele punctelor, dau o rezul- 
tantă care trece prin punctul б. Așa dar, mişcarea relativă a solidului in 
jurul lui G poate fi tratată са o mişcare absolută, sub simplul efeot al for- 
țelor realmente aplicate, 

Dacă s'ar lua un alt punot in loo de G — oo! mişcarea solidului în 
spațiu rezultă dintr'o translație identlok оц mişoarea unuia oarecare din 
punctele sale și dintr'o rotaţie în jurul acestul punot— atunoi rezultanta 
forţelor de inerție de antrenare n'ar trece prin acel punot şi ar trebui să se 
țină seama de ва, De aci, interesul alegerii lui ©, pe lângă acela pe care il 
prezintă utilizarea ecuatiilor (1), 
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zând decât de a, b, c şi corespunzând ecuaţiilor care ne dau 
mişcarea în vid а unui punct de massă M supus acţiunei greu- 
тафи, Traeetoria centrului de greutate va fi deci o parabolă. 
Apoi, în ecuaţiile (2) va trebui să facem pe L, M, N egali cu 
zero, căci singura, forţă, care lucrează asupra solidului este greu- 
tatea sa, aplicată în О. Vom fi deci în cazul mişcării unvi 
solid supus la forţe саге admit o rezultantă trecând prin pune- 
tul fix, problemă, care-a fost studiată. 


VI. EFECTUL PERCUTIILOR ASUPRA UNUI SOLID 
IN MISCARE. 


1. TEORIA PERCUTIILOR. 


1. Fie M un punct material liber, de massă m, migeándu-se 
în linie dreaptă sub acţiunea unei forțe F. Creşterea pe care o 
dă forţa, vitezei si deci cantitátei de mişcare а punctului într'un 
interval de timp dt, este infinit de mică potrivit egalitátei 


m dv = F dt sau d. то = Е dt. 


Să considerăm un interval de timp 0, care fără a fi in- 
finit de mie să fie totuşi foarte mie, egal spre exemplu “cu 
à suta parte dintr'o secundă. Fie v viteza punctului în momen- 

. tul &, pe care să-l luăm са moment iniţial, şi и noua valoare 
a vitezei după timpul, 6. Avem 


` 0 
A. mv = mu — mo = | Fat. 
0 
Membrul al doilea este о cantitate foarte mică, căci, în- 
semnând prin F' valoarea mijlocie a, lui F în intervalul de 
timp dela o la 9, avem destul de aproximativ 


8 
| F dt = F'.9. 


Să presupunem însă că forța F conservă o valoare foarte 
mare în tot intervalul de timp considerat. Atunci valoarea sa 
mijlocie Е’ va fi tot foarte mare și productul Е'Ө va dobándi o 
valoare finită, în raport bine înţeles cu mărimea lui F, In 
asemenea caz, variația cantității de mişcare a punctului va fi 
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deci finită şi se va zice că, în intervalul de timp б, punctul a 
primit o percuție P definită prin egalitatea 


Poll F dt. 
0 


Vom admite totdeauna cá, in intervalul de timp considerat, 
deplasarea punctului, este neglijabilă. 


Iată un exemplu din care se poate vedea că asemenea 
ipoteză este admisibilă. Fie forța, de direcţie constantă, 


t 


care creşte uniform dela o la A când t creşte dela o la 6; să 
presupunem că ea lucrează asupra punctului M plecând din. 


repaus. Cantitatea de mişcare dobândită de punct după timpul 0, 
va fi 


8 1 
m= | Fate 3 at. 
0 


Dacă A este destul de mare, se înţelege că productul АӨ 
poate dobándi ori ce valoare finitá. 


„Spaţiul. s parcurs în același timp, rezultă din relaţia, 


8 
ms = | mu dt 
. ж 0 
care ne dă, înlocuind pe mu prin A АӨ, . 
ms = i A 82 


51 'el este prin urmare foarte mic!). 


2. Dacă în intervalul de timp 0, forța F este variabilă 
şi ca intensitate si са direcţie, vom avea, proeotánd pe trei axe 
eordonate, о 


1) Astfel izbind o bilă de billard ou tacul, putem considera bila са şi 
imobilă pe timpul 0 cât durează tzbtrea, După acest sourt interval de timp; 
centrul de greutate al bilet va dobând! o viteză finită, bila rostogolindu-se 
pe postavul biliardului аңа după oum se va arăta la capitolul următor al 
Mișcării solidelor naturale, 
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sedg c t ‚ f9 [16 ftit 
А.т qi mu. — тоу = | Adios 
0. 
du seu, А 9 e lagos 
(1) A. m qc mu, —mowy = | Үй 
‚ isaga лот, ci! orsa 
ig 82E 15 ox 8 
AA. mg M Uz, = 105, = \ Z dt 
ME ° 
X; Y, 2 fiind. Cafea TD Carr F, mv cantitatea de mişcare 
E^ punctului ; în momentul initial şi. mu cantitatea sa de mișcare ` 
т» у... după timpul, 8.. Formulele (1).exprimă cá 


cele trei, integrale 


ande у) [:] 4 " 39910 LE Din. ёч 
5 pis] ap [уа p; 
10411110990, Н и ®Ў tara 


Fig. 204 


corespund unui vector P, egal cu diferența 'geometrică a vec- 
toarelor mu' şi mw. Percuţiile pot fi deci reprezentate prin 
vectoare, ça. şi forțele, putándu-li-se aplica, în ¡consecință toate 
regulele de compunere. ale acestora. [9191100 VERTO 


HI ; S plc centia: Иша olot ati ba 
3. Problema percutiilor pentru un punct material. Fie un 
punct material liber asupra căruia lucrează diferite forte ordinare. 
Intr'un anumit moment, al mișcării, când punctul ocupă о po- 
ziţie M şi este ânimat de o viteză 0, intervine o forţă, foarte 
mare F care lucrează asupra punctului numai un timp 0 foarte 
scurt. Presupunând că în timpul Ө punctul nu schimbă, sensibil 
de poziţie, se cere noua viteză u cu care punctul îşi va conti- 
nua mişcarea cu începere din М; sub acţiunea forțelor” ordinare 
ce-i rămân aplicate. 

Problema, se rezolvă în felul următor: 

10 Se neglijează, în intervalul de timp 0 cât durează per- 
eutia, acţiunea forţelor ordinare faţă de aceea a forţei Е; à 

20 бе calculează cele trei integrale. din formulele (1) care 
determină pe P; 
н 8% Se compun tusfárgit- vectorul ' Рош vectorul mv, iobţi- 


24468,—25 
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nându-se prin aceasta cantitatea de mișcare mu $i prin urmare 
valoarea u a vitezei căutate. 

Punct supus la legături. Dacă punctul este obligat, spre 
exemplu, de a rămâne pe o suprafaţă, atunci pereufia dată Р 
Ocaxioneazá din partea suprafeţii o acţiune normală tot de per- 
cutie P' şi aga fel că rezultanta R a celor 
două pereutii P şi P' este tangentă supra- 
feţei. Odată calculat P, se va proecta prin 
urmare acest vector pe planul tangent 
supiafeţii їй M şi se và obţine percutia 

| Fig. 205 "7 R саге va fi percufia efectivă. 

Ca şi în cazul forţelor, pereuţia 
fictivă I, egală şi direct opusă pereuţiei efective R şi aplicată, 
în M, este zisă percuție de inerție; ea formează împreună cu 
P şi Р! un sistem de percutii în echilibru. 

Componentele pereutiei de inerție sunt: 


A. Pereutii aplicate unui sistem de Ana materiale. Să 
presupunem că punctele unui sistem material, sau numai 0 parte 
din ele, sunt supuse la ШЕШН de durate „care Spot fi diferite 


însă toate foarte mici. Ч pi 


Teorema. 1. Dacă se Peons ideri centrul de TE ca ий 
punct având ca massă massa totală a sistemului, creşterea geome- 
trică a cantităţii sale de mişcare este egală cu aceea pe.care ar 
dobândi-o acest „punct , dacă toate. percujiile i-ar fi „aplicate. în mod 
echipolent... 


x 


Ош egalitátile (1) tree, în меты. ium P 


dz r 
2 Am gym 2 fx dt 


sau i : us i r i M | "S ә Ж D 


-4i alte două. ecuaţii analoage. Dar;: însemnând. pria o, буо cor- 
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donatele centrului е greutate si prin'M massa sistemului, avem 
Ma = Img , Mb = my, · Mc = Emz 
deci 


d di j 
Fm М, PLE di ET pid 


și, în consecință, 
3 Y dao X^ act 
E dpi зз f 1 1f e Nol 
(2) "AM cg; = БР Vas Ма Ух 
“d HUM $ лох & 
ESI eee M 
Cele 3 'componentă ale creşterii de viteză ce “dobândește 
centrul de greutate prin efectul porcusiilor, vor avea : deci ба; 
valori "s : 


Yon 


2 Pr 3 Py. 2 Pz N 
М, \М ET. Mis \ 


\ 


Teorema. ll. Creșterea geometrică a momentului x. al 
cantităților de mișcare în raport de un ax, este egală cu momentul 
rezultant al percujiilor în raport de. ао ax. 


Tot din ера е (1) deducem, în adevăr, шша ш 


(vs m sam) = (, |, za caf ra). 


sau, pentru că creşterile cordonatelor y, e sunt neglijabile, adică 
socotind pe y şi e ca pe nişte constante în intervalul :de timp 
dela o le 0, însă .bine înţeles nu şi pe derivatele lor, .: , 


A, iz e “Ж )= 2 (уР,—еР,).. 


Dacă axul considerat a fost luat оа ax O al unui sistem’ 
de axe dreptunghiulare, egalitatea precedentă corespunde toomai 
enunţului teoremei în chestiune. 
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In raport de trei axe cordonate, avem in acelaşi timp, 
dz d 

AZ (56-890) (up, en) 

(3) A. } 8% — o d) = 30225 

эў «(иф -s )- (erve) 


şi aceste ecuații exprimă că creșterea geometrică a momentului 
rezultant al cantităților de mișcare în raport de origina siste- 


mului (care poate fi un punct arbitrar) este egală cu momentul 
rezultant al percufülor în raport de acel punct. 


5. Notă. Din cele de mai sus se vede că teoremele I si II 
se dedue din teoremele generale ale Dinamicei ce le corespund, 
înlocuind în acestea din urmă notatiunea 4 prin A iar forţele 


prin pereutii. 
Făcând aceiaşi (Чә în ecuaţia generală a Dinamicel; 
se obtine 


“a J CEZ e + (5-2) s 
j | СЕЛЕ 
| 


Această ecuaţie poate fi de altfel obţinută în n mod direct, 
în felul următor: 
Ecuația generală a Dinamicei 


X[(x-»52)s (v- mi) зу e (2 — m а) гв Co 


în care X, Y, Z reprezintă numai forțe de peroufii (cele or- 
dinare fiind neglijabile) având loc în tot intervalul de timp 
dela o la 9, poate fi înmulțită cu dt şi integratădela о la 0!). 


s doc 
1) Tot aşa după cum, spre exemplu, ecuaţia m w == X ве inmultegte 
eu, di şi se integrează, obținându-se 


da "0 
А.т" f di. 
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Cùm, în intervalul de timp considerat, cordonatele х, у, 2,... 
se presupune că rămân constante, variațiile ôx, ду, дк, ... 
care rezultă din ecuaţiile de legătură de forma f (x, у,г,..., t) = 
vor trebui privite şi ele tot ca constante, in БЕТЕ, re- 
rezultatul integrafiunei va fi 


i ( fa — Ат m +( fra “ims Jaa faas m o) 


adică tocmai ecuația (4). 


П. EFECTUL PERCUTIILOR ASUPRA UNUL SOLID 
CARE SE ÎNVÂRTEŞTE IN JURUL UNUI AX FIX. 


Percuţiile aplicate unui solid саге se învârteşte în jurul 
unui ax fix, au ca efect de a da solidului o creștere bruscă de 
viteză unghiulară, Л о, precum și de a determina asupra axului 
de rotaţie două, — plicato] în cele două puncte fixe ale 
acestui ax !)., 2) a 


1. Calculul lul ^o. Fie I momentul de inerție al solidului 
în raport de axul de rotaţie şi N momentul rezultant al percu- 
ţiilor aplicate solidului în raport de același ax. Stm că mo- 
mentul rezultant al cantităților de mişcare în reporti de axul 
de rotație este egal cu Io. zac; 

Aplicaţiunea teoremei :П ne dă. imediat 


AIe-N “sau LAo=N 


e 


. de unde 


UE las" Sra i : Аё= e 


Aşa даг: @ ЭЙ vitezei unghiulare de rotaţie: se obţine, 
divizánd momentul rezultant al percufiilor, în raport de axul 
de rotație, prin, momentul de inerție al solidului în raport de 
același ax. 


ži) Fjo care din punétele soldului dobândind о creştere a cantităţii sale 
de mişcare egală cu mr. Aw, т fiind depkrtarea punctului de ах, trebue 
considerat ca supus unei perouţii eohivalente. iu 
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2. Calculul percutiilor determinate asupra axului de rotație. 
Vom presupune că solidul este supus unei singure .pereufii P. 

Fie О; şi О, cele două puncte. fixe ale axului de rotaţie, 
pe care să-l :luăm. ca ax Oz al unui sistem dreptunghiular 
О хуг. Pentru simplicitatea formulelor, vom alege axul- Ox 
astfel ca în momentul considerat planul cO z să treacă prin 
centrul de greutate G al solidului, origina O a lui Oz fiind pe 
de altă parte aleasă aşa, fel ca acest ax să treacă prin punctul 
A unde pereutia dată P întâlneşte planul 20 z. 


= 


/ mal do WU сүз өн FW 007 ТЕЧЕ 
Fie Р! şi P" peroutiile de legătură, adică acţiunile de 
, percaţie ale celor două puncte fixe О, si O, asupra solidului, 


Percuţiile căutate sunt egale si direct opuse pereuţiilor P' şi P". 
Să le caleulăm pe acestea din urmă. 


Potrivit principiului lui d'Alembert, există echilibru între 
percuţia dată P, percuţiile de legătură P', P" şi perouţiile де 
inerție, Dacă prin urmare însemnăm prin P., P, P: 
P's, Ру, P'a; P",, P", , P", componentele percufiilor P, P’, P^; 
prin Qs, Qy, Qz componentele vectorului rezultant al pereufii- 
lor de inerție si prin L, M, N componentele momentului re- 
zultant în raport de О al acestor peroufii; prin / distanța OA 
şi prin hi, ha distanţele OO, , 00,; avem următoarele 6 eou- 
афі de echilibru: — Has i 
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P. р, + р", + 9, = о Y SEN HMG: 
(2) | Р+Р,+РУ+ 0,= 0 
с Р, + P^ + Р!!, + 9, = ngu 


e S ‚ —. № Ру ha Plly k+ Leo de în ati 
(8) | —!Р„+ҺР„+ҺР'„+М=о b fee eb 
ош CPP Мао io 

a). Componentele Qx, Qy, Qz. Aceste componente au ca 
expresiuni: К "44 i 
o d T dy mt di 

Q.—— А. En o Q= A, Ins Q= A. Хт | 

Ori, însemnând prin c viteza unghiulară de rotație, avem 


ах dy _` dz __ 
СГ ЧН А Ti 
deei 3 нке ; i | 
: zT i ] 
Q. = Ao my, Qy = — ^o Emz , 9; = 
Cum însă, prin ipoteză, centrul de greutate “al solidului 
este „coprins în planul: 202; avem“ însemnând" prina abscisa’ 
acestui punct gi prin M -massă isistemului, (21 


Tuta; 


Уту = буд Ўта: = Мо ө 


Та consecință AE ТАН КАЗИ SUE Peri 
(Q0, 9 EH Maha! Qum ios 
Vectorul rezultant -al pereugiilor de “inerție este двої per- 
pendicular ре. planul Ог și-egal ca' mărime cu Ma ôo .. 
b). Componentele L, M, N. Componentele. perouţiei de 
inerție dintr'un punct ш, y, æ fiind 
i ibue 


ш 


EL Dama А.т 


24 


Sik 


adig, pi :, Леп, u OE. хори 
my o. П ma Au sati di Esq tutu Ра озго 
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componentele momentului acestei pereufii în raport de О sunt 
maze, myz Ло Я К (а + y?) До. 
Deducem, pentru eomponentele momentului rezultant, 
L = Дь Emez,  M-Ao Ymys , = — 14% 


însemnând prin І. momentul de inerție al solidului . în raport 
de axul de rotaţie. TM 


с). Inlocuind, în ecuaţiile (2) si (8) pe 9 Qus Qz si 
L, M, N prin valorile lor, obtinem 


лз. иа S9Yuanücf(0ssinsmf 0s 6» ales YN n 
Un 9 Dunt P. + P's Е Р". = о ` | Ен 
(0 j Р,+Р,-+Р„— МаДо=о | 
у mie | Р] „Рр о 0 ра = 

изл isto чой ләнә a upra Элбаен ИЛО 

тум Р, — №, P, + До Emez = 0 
(5) | — 1р, ФА Ру + Љ Pi + До Ўтуг =o 
IP, –ІДо = o. 12 
, .0 vd ышы mb xt S unes GU = 


inlob Eeuatia -acşeasea dă ċreştereą de: viteză:-unghiulară До ; а 


treia. dă suma P'z ArP!'2 iar celelalte: patru procură yalorile. 
componentelor P's, P'j, B. Pg c изу ieg inus 


i ЖЕРИНЕ 
HER, dae fi 


3. Condiţii pentru ca axul să mu sufere nici o percuție. 
Trebue pentru aceasta ca cele șease ecuaţii “precedente” să fie 
satisfăcute când facem în ele. „pe Р'„, Ру, P'e gi P's, ^o 
Р" egali cu zero, Ori, ele devin, atunci, |... us 

(б)... Ру== oor P, =Ma Ao ss PeR on wi 
г 
E ту" tU Yaubz = 95" і, `Хтуг = 0; E P=} 


П 3 dopo 


Condiţiile P, = o, Р, == о exprimă că perouţia dată P 
trebue să fie, normală planului Oz, ДО АҢ 

Egalităţile Xmaz == о, Ymyz == o exprimă ой axul Oe: 
este ax principal de inerție pentru punotul'. | 
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Cát priveşte celelalte două ecuații ` 
P,—MaÀe, Р, = 15 До 


ele ne dau, prin eliminarea simultană a lui Р, şi a lai Ло, 
relația E 
- - j à l Ma Е 
Expresia, distanţei 1 este, după eum зе vede, aceiaşi ёа 
expresia, lungimii. pendulului sincron al unui pendul compus, - 
Cu, această valoare pentru Ї, ambele ecuaţii-de mai sus 
ne dau pentru creşterea de viteză unghiulară. A w aceiaşi valoare 
e а; ; "n 
uA Ma e xo PEN NS З 
In rezumat, pentru că axul da rotaţie să nu sufere nici o 
percuție este necesar şi suficienti ^ ` - * i я 
1° ea pereutia aplicată solidului sá' fie perpendiculară pe 
planul 'care trece prin axul de rotaţie şi:centrul de grentate; 
20 са axul de rotaţie să fie ax principal de inerție pentru 
punctul unde el întâlnește planul: perpendicular dus prin direc- 
tia pereutiei; A [Ea ; 


si. anume. Aw = 


ВИЗ 8° саг pereuţia 5& lucreze la distanţa l = Ma de аха de 
rotaţie.” sat : ved solga fi 23 

In asemenea, condițiuni, punctul A, unde direcția percutiei 
întâlnește “planul: dus prin axul! de rotaţie şi centrul: de greu- 
tate, se numește centru de “percuție. 4 E 

Aplicaţie. Fie o bară omogenă cilindrică, susținută orizon- 
tal de mână și putând a se învârti în jurul axului orizontal proec- 
tat în O, de unde o (ine mâna. Se aplică barei o percuție P. Se 
întreabă, în ce condiții „nu va suferi mâna nici-o izbire de pe urma 
acestei percufii ? 


Răspuns; —— к TN 

10 Trebue ca percuţia Р să fie perpendiculară pe planul 
care trece prin axul orizontal proeotat în О şi prin centrul 
de greutate G al barei, deoi вй fie a perouţie verticală; 
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29, Axul de rotaţie .proectat în O cm principal de inerfie 
pentru punctul O situat pe 
axul barei!); trebue deci са 
percuţia verticală Р să întâl- 
mească acest ax. Fie A punc- 
Fig. 207 tul de întâlnire; 

8? Trebue însfârșit ca 

punctul A să fie situat dincolo de centrul de greutate G al 


barei. şi anume la depărtarea | = үү de punctul О; І. fiind mo- 


mentul de inerție al barei în pie de axul de шее 9, M 
massa barei şi a distanță OG. 

Dacă însemnăm prin K raza | de giraţie corespunzătoare 
momentului de inerție în raport de axul dus „prin G paralel 
axului de rotaţie, ştim că avem 


1 = МК? + Mo! = Ceapa 


i Putent) deci scrie. ieron Bi inxs garir орт: 


o t 
E reprezentând prin urmare lungimea GA. 

Rolul punctelor O şi A poate. fi inversat, adică putem 
sustine bara în A şi aplica d in O; mána nu va suferi 


nici atunci vre-o izbire. 
În adevăr, noua lungime i ies cazului când axul 


de rotaţie este în A, fiind dată de, formula 
4 Ey, , K? 
j Г=а+ а К yi m 
unde а! reprezintă diant qa; ogai др | cum s'a ' spus 
| cu К^, avem . ЧИГ k, х s 
K? a R? 
0 = 2 +K pety e 
deci / = 1. 
Sl СЗ însfârşit, că dacă punem GA = 4, avem 
‘ad= К 


1) Pag, 818 litera b) вап Qi | Р 1 і ; 
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Ш, EFECTUL PERCUTIILOR ASUPRA UNUI SOLID CARE SE 
ÎNVÂRTEŞTE IN JURUL UNUI PUNCT FIX. 


1. Să presupunem solidul în repaus. Sub acțiunea pereuţiilor, 
el va dobândi o viteză unghiulară e în jurul unui anumit ax 
instantaneu trecând prin punetul fix. Trebue să determinăm 
poziţia acestui ax şi valoarea lui o. н 

Pentru aceasta va fi suficient să aplicăm teorema П 
exprimând că, în raport de punetul fix, momentul rezultant al 
cantităților de mișcare dobândite este egal eu momentul rezul- 
tant al percugiilor. ' ; 

Fie А,В,С momentele de inerție principale ale solidu- 
lui pentru punctul fix; р, q, r componentele lui o. pe cele trei 
axe ale elipsoidului de inerție şi L, M, N componentele pe 
aceleaşi axe ale momentului rezultant al pereuţiilor. 

Ştim că ргоее е momentului: rezultant al cantităților. de 
mişcare pe axele considerate sunt egale cu Ap, Bg, Cr. Avem 
deci egalitátile 530 3 E 

(1) Ap-L,  Bqg-M,  Or=N.: 

Aceste ecuaţii ne dau soluţia chestiunei, căci ele determină 
componentele, р, q,.r ale vectorului rotației şi prin urmare atât 
pe œ cât şi poziţia axului instantaneu. . У Кт 

Dacă solidul nu pleacă din repaus, ecuaţiile (1) au forma 


A.Ap=L, B.Ag=M, ` С.А = № 
Ap, Aq, Ar fiind creşterile geometrice ale componentelor p, 9, т 
ale veetorului rotatiei instantanee initiale. 


2. Téoremá. Când unui solid, care are un punct fix şi este 
în stare de repaus, i se aplică. percujii, axul rotației instantanee 
ce dobündegte este diametrul conjugat, în elipsoidul de inerție, al 
planului dus prin punctul fix perpendicular pe momentul rezultant al 
percuţiilor în raport de acest punot. ` 

In adevăr, ecuaţia planului dus prin origina axelor cordo- 
nate (punctul fix) perpendicular pe vectorul L, M, N fiind 


LX + МҮ +NZ=o 
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iar elipsoidul de inerție având ca ecuaţie 

D AX? + BY? + CZ? = 
cosinusurile directoare ale. diametrului conjugat în chestiune sunt 
proporționale cu E , X n şi dedi eu p, 9, r potrivit ega- 
lităţilor (1). i 


3. Notă. Teoria percuțiilor este o teorie aproximativă, care 
se sprijină pe presupunerea că pe timpul: duratei pereufiilor de- 
plasarea corpului e neglijabilă. Această teorie nu se poate deci 
aplica unui giroscop animat de o foarte mare viteză de rotație. 
Astfel, o percuție aplicată giroscopului poate să nu schimbe di- 
recția axului său de rotaţie. : 


21е 


. IV. EFECTUL PERCUTIILOR ASUPRA -UNUI SOLID, LIBER. 


S "cazul unui solid liber, se METi mai întâi. 'eregterea 
geometrică a vitezei pe care о dobândeşte centrul de greutate 
al solidului- prin efectul pereiţiilor, apoi rotația instantánee a 
solidului : în .jurul., centrului de- greutate considerat. са fix. 


“Presupunând! că solidul ar pleca, din repaus; а CE for: 
mulelor a dela teorema. I ne dă inig i : sos 


-ўр,, м -ур,, м 4 Jnr 


ecuaţii care · determină, componentele vitezei ce' dobândeşte cen- 
trul de greutate. 

„Raportând mișcarea, relativă a Peliaului! în jurul cd 
de greutate, la trei axe cordonate de direcţii invariabile trecând 
prin acest punct, poziţia axului instantaneu şi viteza, unghiulară 
a rotației nu vor depinde decât de percuţiile aplicate solidului. 
Determinarea acestor elemente se va face deci ca la capitolul 
precedent. 


Exemplu, Un' elipsold omogen și greu,.cu' ипи! din :axe verti 
tical, este supus unei perouţii P conținută în planul orizontal care 
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1 
trece prin. centrul său, Să' se determine mişcarea ре саге o im- 
primă elipsoidului percujia dată, presupunând cá elipsoidul se găsea 
în stare de repaus. 


Elipsoidul fiind omogen, cele trei axe ale sale sunt prin- 
Z eipale,de inerție pentru centrul său 
О care este şi centru de greutate, 
Viteza V pe care o dobândește 
centrul de greutate prin efectul per- 
cuţiei, rezultă după cum știm din e- 
galitatea i ј 
МУ =P 


їп саге se. va face 


Fig. 208 


M = i T abc. p 
p fiind densitatea. Centrul de greutàte va dobândi deci o viteză 
orizontală în direcţia percuției. : Д 

In- cât priveşte migearea relativă în jurul punctului O, 
ştim că componentele р, 9, r ale vectorului. rotației instantanee 
sunt date de formulele loa „Ер 

L M N 
paria (m gos асс 

Insă, în exemplul. considerat, L si M. sunt nuli iar N este 
egal eu Ph, însemnând ` prin h distanța. dela. О la vectorul P 
Аза dar OR 


po, ф=о, ir Cu. 


Axul instantaneu este deci axul OZ 

După încetarea, percuţiei, centrul de greutate, găsindu-se 
animat de viteza V şi solidul fiind abandonat greutății, va 
descrie o parabolă cu axul vertical, 

Mişearea în jurul centrului de greutate va fi aceea a unui 
solid în jurul unui punet fix, când rezultanta, forţelor ăplicate 
trece prin acest punct. Cum mişcarea dată де peroufia P este 
o rotaţie în jurul unui ax principal de inerție, acest ax va de- 
veni ax permanent de rotaţie. 

In rezumat, centrul de greutate al elipsoidului va desorie, 
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ulterior perouţiei, o parabolă eu axul vertical, în timp се elip- 
soidul se va învârti cu o viteză constantă in jurul axului său 
vertical care se va deplasa paralel cu el însuși. 


V. EFECTUL PERCUTIILOR ASUPRA UNUI SOLID PLAN. 
PERCUTIILE TUNURILOR LA TRAGERI. 


Fie un solid având un plan de simetrie, faţă de care 
punctele solidului simetric aşezate au massele egale. Numim solid 
plan acest plan de simetrie, cu grosime infinit de mică, în care 
presupunem concentrată toată massa solidului prin proeetiunea 
tuturor masselor pe suprafața lui. ; 

Vom studia efectul ЕНЕ; aplicate unui solid plan în 
planul său. Acesta este unul din cazurile cele mai interesante 
ce se prezintă! în practică. Astfel este, :spre exemplu, cazul unui 
tun aşezat pe o platformá orizontală în poziţie: de tragere. şi. supus 
percuţiei: ce i-o. imprimă gazele pulberii ‘de încărcare. Efectul 
acestei; pereufii asupra tunului întreg, va fi acela ре; care. й: im- 
primă pereufia, solidului plan la care reducem tunül.' 


1. Solid plan liber. Fie un solid plan, în stare de repaus, 
având centrul de greutate in G. Sub efectul unei percuţii P, so- 
lidul ia ò mişcare elemeniară de ro- 
tatie în jurul unui centru instantaneu 
О !). Viteza acestui centru fiind nulă 
cantitatea sa de mișcare este şi ea 
.  ,nulá Punctul O ne suferind astfel 
Fig, 20 ` "miei-o percuție, ştim ей se'güsegte ре 

j um i ' perpendieulara ridicată din G pe di- 
гесйа perdaţiei ві la o Gu a de punâtul G` astfel „încât 


е. a. а= Ка. 
rom prin d depărtarea .punotului @ de perougie şi prin К 


raza de: giraţie corespunzătoare | momentului de X al salii 
dului în raport: de: Ge 


„+ W'Owemătlea, pug. 108; * 50 00 t сс! 
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Pe de altă parte, mai ştim că viteza, V pe enre o dobân- 
degte centrul de greutate G prin efectul percuției,. rezultă din 


egalitatea 
M.V=P 


însă, dacă însemnăm prin e viteza unghiulară а rotației, avem 
V —ao0, deci : 
Мав=Р de unde ®= yw . 
Н а 
Aşa dar, dându-se centrul de greutate G, momentul :de 
inerție al solidului în raport de G și pereufia P, putem deter- 
mina atât: poziţia centrului instantaneu de rotaţie O cât gi vi- 
teza uhghiulará de rotaţie D 


Notă. Din punctul G.ca centru şi cu raza de girafie К, sá 
descriem un cere. Polara punctului O față de acest cere, zis 
cercul de inerjie, este dreapta OD. Ori, avem ^" i ^ 


08?— 0G. IG adică K=a. IG, 


şi, cum K? = a. d, rezultă că IG este egal eu d. . ° 
Asa dar, simetrica polarei CD în raport de G, care este 


Й 


1) Aceste quim se puteau determina si pe baza celor expuse la ca- 
pitolul precedent întitulat Efectul percujillor asupra unui solid liber. In ат 
devăr, dacă în locul solidului din spaţiu considerăm un solid din planul XGY, 
centrul de greutate fiind in origină, viteza V a acestui centru, paralelă со 
direcția percuție, rezultă din egalitatea MV = P, iar valoarea vitezei uughtu- 
lare de rotație w în jurul lui G, este dată de ecuația momentelor Іо = Ра, 
in care I este momiéntul de inerție în raport:de ©, egal de altfel оп МЕ?, 
K fiind raza de giratie. Ins, în, cazul de față, mişcarea de translație de vi- 
teză V a solidului plan ‘compusă cu mişearea de rotaţie de viteză unghiulară 
w din jurul lui G, dàu са mișcare rezültanté о rotație de aceiaşi „viteză un- 
'ghiulară în jurul. unui ро M situat pe раа coborâtă; din G pe 


direcția perentil, la distanţa 90 a = (биет, pag. 188). Cole 8 
ерау: № 9 
Ый LMV E Pi nu MR d = Pdi oma 
ne dau imediat St it 
Mau Pocos ad Ki 


adică; aceleaşi: formule oa mai sus pontru determinarea lui a 41 а lutini: 
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perpendiculara -C'D', reprezintă poziția penmi P față de punc- 
tele O şi G. - 

Rezultă de aci un mijloc ст de а determina poziţia 
punctului О când se dă G 
şi P, sau poziţia pereufiei 
P când se dá Q şi О 
presupunând pe K cuno- 
scut. 

Ştim pe de altă parte 
din Geometrie, că polara 

Fig, 210: „ui ori-cărai punet de pe per- 

| репйешата OH trece prin 

punctul .L, care este polul dreptei ОН în cercul considerat. Ne 
voni servi la paragraful 4 de acest rezultat. 


2. Solid plan care are un punct fix. Fie O. punctul fi fix, G 
centrul de greutate al 
solidului şi Р percuția 
dată, aplicată pe di-: 
reetia SS. 

Ca şi în cazul 
forţelor ordinare, soli- 
dul îşi ia mişcarea sa` 
liberă, sub efectul per- 
eufiei motrice, sau e- 
fective, care este re- - 
zultanta percuţiei direct aplicate Р: și a acţiunii percuţiei ` punc- 
tului fix O asupra solidului, pe care să o numim Р. Direcţia 
acesteia, din urmă trece neapărat prin punctul O. 

Ori, percuția efectivă ştim că este perpendiculară ре 
dreapta OG 5j depărtată de punctul G de lungimea d egală cu 


K? 
g adică este simetrica polarei punetului О în сегош de iner- 


фе, Fie TT’ această dreaptă şi A punotul ei de intersecţie cu 
direcţia SS a percuţiei P. 

Luând punctul A ca punot de aplicaţie al peroutiei Р şi 
formând paralelogramul АРР'Р'А, obţinem atât percufia Р' cât 
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şi percuţia efectivă P", care este, după eum am spus, rezultanta 


percuţiilor P şi Р. Dealtfel, după cum ştim, avem 
pr 


Ma ' 

S% mai observăm că pereutia de inerție fiind pereuţia 
— P", egală şi direct opusă lui Р", potrivit principiului lui 
d'Alembert solidul poate fi considerat ca fiind în echilibru sub 
efectul celor 3 pereţii P, P si —P!:). 


P! — Мао şi prin urmare w= 


3. Solid plan cu diferite legături, Metoda generală constă 
în aplicaţia principiului lui d'Alembert, „scriind că există echi- 
libru între percuţiile direct aplicate, percutille ocazionate de 
“legături asupra solidului şi pereutiile de inerție. 


4. Aplicafiune. Percutiile tunurilor la trageri. Fie un tun 
în poziţie de tragere, aşezat pe o platformă orizontală de lemn, 
ca. roţile împiedecate. ИЗӘ [n .: 

Gazele pulberii. de încărcare im tevii gui о. percuție 
P, a căreia linie de acţiune coincide eu axul. ţevii. Această per- 


1) Am fi putut ajunge la rezultatele mS. gU in mod. analitic 
urmând metoda expusă la capitolul întitulat Efectul gercufilor. asupra unui 
solid care se învârtește în jurul unui ax fic. 

Potrivit acelei metode, luând sistemul dreptunghiular Oy а. după 
cum arată figura alăturată, avem cele 3 ecuaţii: “іои 
Р. Р Py + Ру — Py = о, 

Io = 1Ру 
І fiind momentul de inerțié al solidului în raport 
‘de О, egal de altfel сп М (a? + K?).. Insă 
P”, = îm 3 eaim - Mie, c 
náta b a lui G fiind nulă, lar ` i 


Р”у = : Em rz = ў та Мао. Deci Р! = Маш, 


gi ре Y altă parte, oum, momentele celor două perougii P qı P” sunt egale de 
oare-ce регещіа Р! trecând prin О are momentul său nul, avem Io == 1Ру == 
Ma wh, ада ch, în definitiv 


потоку ока 
P ушп үгүс ITE 
j îi eat TEES ШЕЕ 
i і СКР = Ma 


24468, — 26 
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суйе se transmite întregului sistem format de țeavă, afet gi 
roate şi dă tunului o migeare:de recul. Presupunând afetul rigid, 
tunul constitue atunei un solid invariabil. Solidul plan, 1а care 
reducem tunul, fiind o porţiune din planul vertical care trece prin 
axul jevii, va lua sub efectul pereutiei, când unghiul de tragere !) 
евіе i Superior unei anumite limite, o mişcare de „translație ori- 
zontală în acest plan. 


19. Translafie simplă. In timpul acestei mişcări, cele 2 
pinete de reazám О si R` ale solidului plan, eare corespund con- 
tactülui cozii afetülui şi zoatelor tunului cu „platforma, alunecă, 
ču frecare ре platformă în direcțiá dela R la С. Fie р unghiul 
de frecare; a căruia tangentă, în cazul care ne ocupă o frecării 
ferülui pe lemn, este! ai 6070,50; 0108 n Y 
„ui! Fie йе: asemenea: 5: ; Ü umb sb si i 

G: , centrul de greutate al țevii cs 'situat. pe. axul 
țevii gi! în vecinătătea 'axului orizontal 250 їп d al ume- 
rilor afetülui dare susţin feava; "^ : uad 

G: A, axul ţevii înclinat ре orizont de un n unghia о, саге 
ве unghiul de +гакеге; ; 
7" "G. centrul de greutate al iili" tun; 
zu ОН, „orizontala, care trece prin G. 

Prin punctul O, unde direcția pereuţiei.. „Р îatâlneşte ori- 
1 zontala OH, să ducem 
“dreapta SO care face 
: scu verticala unghiul de, 
frecare Ф. 

Cum centrul dé 
greutate .G se mişcă 
pe orizontala OH, ve- 
dem, că dacă mutăm 
punctul de aplicaţie 'al 
percuţiei Р în O şi con- 
struim apoi pem OPP"P'O, vectorul OP! та reprezenta 


ion 


M ONE S s 


1) Unghiul de tragere este unghiul pe care îl formează axul țevii cu 
orizontal, 


== бї 
pereufia. Р' a platformei asupra punctelor de reazăm C şi R ale 
tunului, iar vectorul OP" регепііа efectivă sau motrice Р” -care 
determină mişcarea де :recul а întregului tun. Insfárgit, — P" 
va fi percutia de inerție. Cele 3 percuţii P, P' si — P", potrivit 
principiului lui d'Alembert, îşi fac echilibru. 
Asa dar, dacă se -cunoaşte P, putem -determina pereufia 
motrice P" si prin urmare viteza de recul a întregului sistem 


eM pz . Hoy PY. 
egalá cu MIN: M fiind massa ţevii şi M' massa afetului cu 


roatele sale, cum de asemenea perenţia P' a platformei asupra, 
tunului, care se descompune în două componente paralele apli- 
cate în punctele C şi R. Componentele din R se distribue apoi 
în mod egal celor două roate. 
Valoarea pereutiei P fiind egală cu cantitatea de mişcare 
Mv, ре care o dobândește țeava când se mişcă liber sub aofiu- 
nea gazelor pulberii, pe un plan orizontal pe care poate alu- 
neca fără frecare, artileriştii au căutat o formulă care să pro- 
cure pe Mv. Această formulă nu se poate însă obţine prin apli- 
caţia, teoremei cantităților de mișcare, са la pag. 224- а Cursului 
nostru, căci ţeava nu îşi dobândeşte viteza ei maximă de recul 
v decât după ce proectilul a mai parcurs vre-o 50 de metri în 
aer, în care timp gazele pulberii continuă de a împinge ţeava 
înapoi şi proectilul înainte. Dintre diferitele formule empirice 
propuse, cea mai utilizată este formula 
Me — тҮ (12-6 7) 

în саге тҮ este cantitatea, de mișcare a proectilului, © greuta- 
tea încărcăturei de pulbere, iar b un coeficient numerice care se 
ia egal cu 2 pentru pulberile negre şi cu 2,5 pentru pulberile 
moderne, Y A 
20. Translaţie și rotație. Referindu-ne la figura precedentă, 
vom observă că dacă axul ţevii face cu verticala unghiul de 
frecare Ф, adică dacă unghiul de tragere a devine egal cu 
90— c, reculul tunului se anulează căci P' devine nul. у 

` Când direcția axului fevii'trece prin punctul C', percuția 
din punctul R este nulă, întreaga percuție P' a platformei fiind 
aplicată în punctul C. i 
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De îndată ce punctul O trece de punctul C' la stânga, 
componenta din R a pereufiei P' devine negativă, ceea ce este 
inadmisibil. Efectul percuţiei P, asupra solidului plan la care 
` reducem tunul, este atunci de а da acestui solid o mişcare ele- 
mentară, de translație în direcţia RC, în același timp cu o miş- 
care elementară de rotaţie în planul solidului şi în jurul pune- 
tului C. Aceste două mișcări revin însă la o simplă rotaţie în 
jurul unui centru instantaneu I, situat pe normala din C a traec- 
toriei acestui punct, adică pe verticala СН). 

Asemenea mişcare de rotaţie, sau cum se mai zice: 


Fig. 214 


cabrarea tunului, are deci 
loc ori de câte ori un- 
ghiul de tragere este mai 
mie decât unghiul G,C' R’. 
Ea se produce, în partieu- 
lar, în tragerile orizontale. 

Să determinăm vi- 
teza unghiulară de rota- 
fie w a acestei mișcări. 

Pentru aceasta, să 
observăm următoarele: 

a) Percuţia P’ apli- 
cată în C are direcția 
dreptei CD care face cu 
verticala unghiul de fre- 
care Ф; 

b) Pereufia motrice 
P" este situatá pe sime- 
trica faţă de 'G a polarei 
punctului necunoscut I, în 
raport de cercul de iner- 
tie, adică cercul descris 
din G ea.centru cu raza 


де Баред К. Această polară, după cum am mai spus, trece însă 


1) Üinematica, pag. 102. 


— 405 — 


prin punctul E de pe orizontala GH, care este polul dreptei in- 
definite CH. Deci, simetrica polarei în raport de G, și prin ur- . 
mare direcţia percuţiei P” trece prin punctul E! simetrieul lui E. 

с) Fie D punctul unde se întâlnesc direcţiile cunoscute ale 
percuțiilor P si Р. Cum pereufia motrice P" trece şi ea prin 
acest punct, linia ei de acţiune va fi deci dreapta E/D. 

Rezaltă din aceste consideraţii, că aplicând percuţia P ín 
punctul D şi construind paralelogramul DPP!'P'D, obţinem 
în mod grafie atât valorile cât şi liniile de acţiune ale celor 
două pereutii P" şi P". à , 

In cât priveşte punctul I, el se află la intersecţia, dreptei 
CH cu perpendiculara coborâtă din G pe direcția DE/, şi, dacă 
punem IG = a, avem, după cum ştim, 

P" = (М + М) ао 


de unde rezultă valoarea lui о. 


3°. Rotafie simplă. Să presupunem ca şi mai sus că unghiul 
de tragere & este mai mie 

` decât unghiul О, O'R’. Dacă 
se fixează punctul О (tunuri 
cu sapă rigidă la călcâi) 
atunci tunul nu poate lua 
decât o mișcare de rotaţie 
în jurul lui C. 

Linia, de acţiune a per- 
cuţiei motrice P” ştim că 
este .simetrica, polarei punc- 

- tului C în cercul de inerție. 
Fie DB această linie, D fiind 
- punctul ei de intersecţie cu direcția percuţiei P. Ori, direcţia 
pereufiei din © trece şi ea prin acest punct. Formând atunci 
paralelogramul D P P" P' D, obţinem în mod grafic valorile şi 
direcțiile pereuţiilor P” şi P’. | z А 
Ca si mai sus, viteza unghiulará de rotafie ® este 
p” 
= (МҒМђа 


ac > R 
Fig. 215. 


punánd CG — a. 
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Când direcţia axului țevii бү A trece prin C, pereufia Р” 
- se anulează.. Asa dar cabrarea. tunului începe dela un. unghiu de 
tragere mai mare decât unghiul б, C'R’ dela Nr. precedent si 
se continuă pentru toate unghiurile: de tragere mai mici decât 
GOR. d ; 

Cabrarea tunului. este. foarte: compromițătoare pentru re- 
zistenta materialului 1). In tunurile moderne ea se evită intro- 
ducându-se legături. elastice între: țeavă şi'afet care se: opun ten- 
dintei de cabrare. Aceste legături elastice sunt constituite din 
frâne de tragere si recuperatoare, de care. noi nu né putem ocu- 
pa în Cursul de faţă. 


Notă. Valoarea pereufiei P a gazelor asupra, ţevii, am spus 
că se determină prin formula, 


“Кү, — LE 

it Р=Мә= ту (1457): 
"^^^ Mai ştim însă ей : Е , 
ge К "d $ 
pof ва 


F fiind presiunea motrice a gazelor asupra fundului țevii, în 
intervalul de timp dela o la 6 care corespunde dobándirei vi- 
tezii maxime de recul. Valorile F nu se pot însă determina. 
Se cunoaşte legea variafiunii presiunilor din interiorul ţevilor de 
tunuri, însă F nu reprezintă aceste presiuni, căci o bună parte. 
din presiuni se perd cu producerea deformatiunilor elastice si 
vibrafiunile intense ce ocazionează materialului. Cum aceste 
perderi de presiune nu pot fi determinate, rezultă că legea va- 
riatiunii lui F, în intervalul dela o la 0, ne rămâne necunoscută. 


. 1) Inälțimea verticală la care se ridică. centrul de greutate. G prin ca- 
brare, se obține aplicând teorema forțelor vii, cu începere. din momentul, când 
viteza unghiulară de rotație este w şi până їп momentul când această viteză 
se anulează prin efectul travaliului negativ al greutăţii tunului. Forţa vie 


este dealtfel T Io?, Т fiind momentul de inerție al tünului, redus la un solid 


plan, în raport de C. 


— = 


Putem însă determina valoarea mijlocie E” a acestor efor- 
turi F. Avem, în adevăr, egalitatea 


8 
Мә = | Fdt= Е. 6 
[U 


din care deducem 


[} 


valoarea lui Ө determinându-se experimental sau prin formule 
de Balisticá interioară. у 1! ADA 4! 

Ceea ce ar fi mai interesant de cunoscut, ar fi desigur 

valoarea maximă a lui F. In lipsă de. aceasta, în , determinarea 

' reacțiunilor care se produc între țeavă, afet si roate, se utili- 

zeazá valoarea F' mărită cu un coeficient de siguranță. care; se 


din Mai—lunie 1921.. Tai uites my iro ton 

ш Cititorul se mai poate referi. şi la articolul, nostra, întitu- 
lat, Construcţia Tunurilor. Antiaeriene, „publicat. de., aceiaşi, Re- 
vistă în Martie 1936, unde. se. găsesc toate, formulele, şi calculele 
noastre numerice privitoare organizării, frânei de tragere ‚81 ге; 
soartelor. recuperatoare dela tunurile. antiaeriene de 57, mm.. саг 
libru, cu tragere repede,.sistem: Burileanu, care, au luat, parte 
la războiul! din.1916.—18. з! sssi Xy: i 
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VII. MISCAREA SOLIDELOR NATURALE 


77^ Când un solid natural se mişcă în spaţiu sub acțiunea . 
ünor forţe, deformaţiunile pe care le’ suferă în punctele de apli- 
сафе ale forțelor sunt în general neglijabile, aga că solidul poate 
fi considerat ca păstrând o formă invariabilă. Se vor putea deci 
aplica mişcării solidelor naturale toate teoremele ‘privitoare miş- 
cării solidelor invariabile, fără vre-o altă consideraţie de avut 
în 'vedere. d, 

"Nu se va proceda însă, astfel decât pentru studiul mișcării 
'solidelor isolate. ИНГ, 

Când un solid natural rămâne pe timpul mișcării sale în 
contact cu unul sau mai multe alte solide naturale, trebue să se ţină 
seama de reacţiunile particulare ce se produc în punctele de con- 
(абі, aceste ' reacţiuni nefiind aceleaşi ca în cazul contactului 
dintre solidele pe care le consideră Mecanica raţională. Numai 
cu această, condiţie se vor putea apoi aplica solidelor naturale 
teoremele referitoare Dinamicei solidelor invariabile. 

Cu reamintirea celor expuse la capitolul intitulat ,Echili- 
brul solidelor naturale“ exemplele care urmează, vor lămuri su- 
ficient această chestiune. 


1. Rostogolirea unui cilindru de revoluție pe un plan orizontal. 
Fie un cilindru de revoluție omogen şi greu, de rază r şi de 
greutate P, stând în repaus pe un plan orizontal. 8% aplicăm 
în centrul de greutate О al cilindrului зі perpendicular pe ax, 
un efort orizontal de tracțiune T pe care să-l facem să crească 
progresiv cu începere dela zero. 


400 = 


Ştim că eilindrul va rămâne în stare de repaus până când 
valoarea lui T va deveni egală cu B 9, insemnánd prin ò dis- 


tanța punctului de contact mecanio C la verticala centrului de 
greutate. În acel moment, acțiunea 
planului orizontal asupra cilindru- 
lui are о componentă orizontală 
F egală cu tracțiunea T şi o com- 
ponentă verticală P’ egală cu P 
însă de sens opus. Componenta F 
reprezintă o frecare şi vom pre- S 
supune că valoarea ei este mai Fig. 216 
mică decât frecarea de alunecare 


РЫ, aşa ca mărind pe T dincolo de valoarea — Ра cilindrul c 
mu ia decât o mişeare de rostogolire, 

Pe timpul acestei mişcări, componenta P! va rămâne a- 
œiaşi pe când F va fi variabil. Centrul de greutate О se va 
mixa în direcţia efortului T după legea 

(1) D MT ITF 
M fiind massa cilindrului și V viteza lui О. 


Pe de altă parte, însemnând prin:I momentul de inerție 
al cilindrului în raport де axul său şi prin o viteza unghiulară 
de rotaţie în jurul acestui ax, avem 


I În ре — Рё 
san, pentru că І este egal cu -t Mr*, 
(2) L Mr de = Fr — pă. 


‚ Insfârşit, cum există rostogolire, viteza punctului de con- 
tact geometric A este nală. Viteza де antrenare. а acestui punot 
fiind egală cu V iar viteza relativă egală cu — ro, viteza sa 
absolată are ca expresie V— rw; avem deci relația 


(3) ы: V – то =0. 
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Ecuațiile (1), (2) şi (3) ne permit a determina pe 4 , 


MUR em A З А 
а şi Е. Ele ne dau în adevăr, în funcţie de datele problemei 
du _ 2 Tr—P3 dV 2 Tr—Pi p_Ir+2B, 
d 3' М, dix 3s se Mri A mE, 


Egalitatea întâia, ca si a doua, arată, cá de: îndată се T 
depăşeşte valoarea, Pa, mişcarea se accelerează. Pentru ca ea 
să devină uniformă eu începere de la un moment oarecare, trebue 
ёа, T să reia valoarea P $. 


Egalitatea, a treia stabileşte că Е crește odată cu T. 
"Pentru са F să nu atingă valoarea, frecării de alunecare, caz 
în care migearea cilindrului ar. fi. o rostogolire cu alunecare, 
trebue să avem 5 

Tr+2P3,, 
ar SJP 


adică 
T4 p.3 fr— 23 А 
r 
In asemenea ipoteză, să ne închipuim că fntr'un moment 


oarecare al mişcării se suprimă efortul T. Mişcarea va ‘deveni 
atunci uniform întârziată si va avea loe potrivit egalit&tilor 


(yu ОЛЕ ur 2 E go а 
d ^ 3 Mri on 

dv __ 9 gà 

discos: 3 mr 


care se dedue din cele de mai sus fácánd ре. T egal cu zero. 
Frecarea va deveni constantá, valoarea ei fiind 
ы ВСЕ? Рр 8 
Pirat бий 
2. Rostogolirea cu alunecare a unui cilindru de revoluţie ре 
un plan orizontal. In exemplul precedent am presupus сй rosto- 
golirea are loc fără alunecare. Alunecarea se poate produce chiar 


dela egirea din starea de repaus dacă se întâmplă ca 15 9 sá 


ЕТЕ 


a 


8 b 4 
TA: Ата mai vázut 


atingă valoarea f P, adică dacă avem f= 


că alunecarea se poate produce pe timpul rostogolirii când com- 
ponenta F atinge. aceiaşi valoare f P, ceea ce corespunde unei 
anumite valori a efortului de tracţiune. 

Ori care ar fi momentul cu începere de unde are loe ros- 
togolirea cu alunecare, vom avea începând dela acel moment 


(4) | Mann fP 


© A ue T? рр. r P8 —P (fr— 3). 


; a FN dv dw 
Prima ecuație dă pe qr iar a doua pe 5r. Componenta 


F rămâne constantă şi egală cu f P. Expresia V—rw nu mai este 
nulă şi reprezintă viteza de alunecare. 


Punând termenul P (fr—9) sub forma Pfr (1— з) атеш 


de observat cá în practică: valoarea raportului + este: foarte 


mică faţă de unitate. Astfel, în cazul unei roate de fer de un 
metru ca diametru саге. sar rostogoli cu alunecare pe o giná 
de. fer, se. poate lua f= 0,18 şi: 8== 0,43 milimetri aşa că 
Ж) 1 

T der In consecinţă ecuaţia (5) se poate serie pur şi simplu 


6s ма pr 


aceasta, revenind după cum se vede la 5 lui 9. Deci, în 
regulă generală, când există, rostogolire cu alunecare, se poate 
considera punctul de contact mecanic ca confundat cu punctul 
de contact geometric. 


3. Mişcarea unui cilindru de revoluţie pe un plan înclinat. 
Vom presupune cá cilindrul pleacă din stare de repaus sub sim- 
pla acţiune a greutăţii sale, generatricea de contact geometrie 
a cilindrului eu planul fiind orizontală. 


– 2 


Cilindrul va cobori planul sub efectul forţei de trac- 
fiune T = Psina, a fiind înclinarea, planului pe orizont. 

Pentru ca migearea să poate 
începe, trebue ca valoarea lui Т 


У e 6 АМ 
sá fie mai таге decát T ô, N 


fiind componenta normală a ac- 
ţiunii planului. Cum N = P cos a, 
trebue deci să avem 


Psin a ) 05% 3 adică 


Fig. 217 


(6) tga) 2. 


Dacă mărim progresiv pe ® cu începere dela zero, cilin- 
drulise va pune în mişcare când а va trece de valoarea 
AILES 
tga = -` Rezultă de aci un mijloc practic pentru determinarea 
valoarei lui 8. 

Să presupunem condiţia (6) îndeplinită. Mişcarea, va putea 
fi o rostogolire, sau o rostogolire eu alunecare, des valoarea 
ре care о are а. 


a). Rostogolire fără alunecare. Dacă presupunem că « are 
astfel de valoare că rostogolirea se produce fără alunecare, ecua- 
file mișcării vor fi ecuațiile (1), (2) si (3) de mai sus, în care 
se va înlocui T prin Psin şi componenta normală a acţiunii 
planului prin P cos а. Făcând aceste înlocuiri, se obţine 


р ; шубе н 
m. соро 
(8) Pus + Mr? a = Fr — Рд cosa 
| @) i V exce. 


Din aceste сүй лк: 


твіпа +2òcosa: ? . 
Е = DE r ` ! 
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Inlocuind pe F prin această valoare, ecuaţiile mişcării se 
reduc la cele două ecuaţii 


dv. 


d 59. (rsina – доза) = r $e 


di 
десі, migearea va fi uniform accelerată, diferenţa r sina—9 соза 
fiind o cantitate pozitivă potrivit inegalităţi (0). 

Pentru ca în conformitate cu ipoteza admisă să nu existe 
alunecare, trebue să avem F < f. P соза adică 


T sina + 28 соза Cf 
= соза 
de unde 


(10) tga (8у—2 2. 
Valoarea, lui а trebue deci să TIA acestei condiții, care 
se reduce la tga <3f dacă neglijăm pe 2+. 


b). Rostogolire cu alunecare. Dack em (10) nu 
are loc, mişcarea va fi o rostogolire cu alunecare, Se vor utiliza 
atunci ecuaţiile (4) şi (D)^* sub forma 


M A == P (sina — f cos a): 


dw 
Й = Мт Р Pfr cos a. 
sau 


(11) ФУ — g (sina = f cos a) 
(12) de — Ef оова. 


Putem observa că ecuaţia (11) este identică cu aceea, care 
dă viteza unui corp greu, terminat printr'o suprafaţă plană, 
care ar coborî planul cu alunecare. 


4. Mişcarea unei sfere omogene $1 grele pe un plan orizon- 
tal, când se ţine seama de frecare (mișcarea unei bile de biliard). 
Өй considerăm o sferă omogenă şi grea care se mișcă cu frecare 
pe un plan orizontal, sfera “fiind animată їп momentul iniţial 
de o mişcare de rostogolire cu alunecare. 
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Să luăm trei axe dreptunghiulare fixe Oz, Оу, Oz, dintre 
care Oz vertical şi îndreptat în sus iar Oz si Oy în planul 
pe care se mișcă sfera. Prin 
centrul O! al sferei să du- 
cem axele O'a', O'y’, O'z! 
paralele celor precedente. 

Fie: 
u, v proecţiile pe Oz si Oy 
ale vitezei centrului O'; p, q, 
T proeetiile pe Oz, Oy, O'z’ 
Fig. 218. ` ale vectorului rotației în 
jurul axului instantaneu tre- 


când prin O'; 

R гала, sferei; ` 

К raza sa de:giratie în. raport de unul oarecarè din dia- 
metre; 

af. coeficientul de frecare al sferei pe plan. 
IJ r . 

Faza l*, Cum, prin ipoteză, sfera posedă în momentul 
inițial o mişcare de rostogolire; cu alunecare, această mişcare se 
va continua un oarecare timp, constituind prima fază a mişcării. 

Neglijând parametrul de rostogolire 8, să fnsemnám prin 
X, Y, Z, componentele acțiunii planului asupra sferei, din punc- 
tul de contact geometrie A situat pe verticala О'&/. In afară de 
această acțiune, sfera nu mai este supusă decât acțiunii greutăței 
sale Mg aplicată în O'. 

Teorema iiec centrului de CIA ne dá ecuaţiile 


0M 40-Х, S м2 ү, Z—Mg-o. 


Apoi, avem prin teorema momentelor cantităților де miş- 
care ice pila lui Euler): 


8). м. кайр аву,  МК9-=-ВХ,. qoo 


Pe ds altá parte, бошоо tangentialá :а acţiunii Pie 
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nului, adică frecarea propriu zisă, fiind egală eu V X? + Y?, 
avem egalitatea, . 
(8) VE = yz. 


Tnsfárgit, această, componentă tangentialá fiind direct opusă 
„vitezei punctului de contact A, considerat ca aparţinând sferei, 
şi viteza acestui punct avánd:ea proeefii u — Rg ре Oz si 


, Din ecuaţiile (1) şi. (2) deducem v : | 
(oii i X ди dq Br 


31, eum 


E 


du — Ra) _u— Rg, 
40+ Кр) v+ Rp 


Această ecuație pusă sub forma 
M d (u — Rq) _ dw + Rp) 
u — Rg v+ Кр 


ne dá prin integratiune 


u — Rq 
v + Rp ; , үсе 
zultă că direcția Jrecării este constantă; pe де: altă: parte, in- 


А Я X. 
Deci raportul este constant, ca și egalul sau y: Re 


1 Componentele — Rg şi Rp rezultă din aplicaţia formulelor generale 
a4. — Tyl, ra! .— pal făcând a! = y'= o şi a! = —R care sunt cordona- 
tele punctului A, irt : : eR. 
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tensitatea ei este de usemenea constantă, cáci ecuaţiile (1) si (3) 
ne dau prin eliminarea lui Z, 
үх? + Y? = Mgf. 

Vedem astfel că centrul de greutate О! descrie o parabolă, 
de oarece el se mişcă ca un punct material izolat supus unei 
forte constante. Parabola poate de akfel să se reducă la o 
dreaptă, dacă viteza iniţială este în direcţia forţei. 

Acest rezultat poate fi verificat eu o bilă spoitá cu alb 
şi lansată pe un biliard aşa fel ca bila să posede o mare alu- 
necare iniţială; se constată atunci forma, parabolică а urmei 
lăsate pe postavul bihardului. = 

In vederea determinării celor opt necunoscute, să presu- 
punem, pentru simplieitatea formulelor, că axul Oy a fost ales. 
aga fel ca direcţia lui să coineidá cu aceea a vitezei iniţiale pe 
care о are punctul de contact A. Atunci, componenta acestei 
viteze pe Oz fiind nulă, avem 


— Rg = о 
şi, pentru că frecarea este direct opusă vitezei de alunecare gi 
păstrează o direcție invariabilă, 


X=0, = — Mgf. 
"Ca urmare, ecuațiile mişcării devin j 
du do 
oo Wp--f  Z=Mg 
> dp d dr 
== 89, dt^ 9» diss: 


Potrivit acestor ecuaţii, vedem mai întâi că cele trei can- 
ЫИ u, q, т rămân constante: 


ere) q — 9 › T — Tg. 


Deducem apoi prin integratiune pentru v şi-p, . . 


R 
v—w—fg, рер 02. 


Am determinat în felul acesta toate necunoscutele in func- 
. ție de condiţiile iniţiale ale mișcării, 
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Dacă voim ecuaţia, proeefiunii traectoriei centrului de greu- 
tate pe planul 2 Oy, observăm, că însemnând prin a, b, cor- 
donatele lui O', ecuaţiile 


ne дап, dacă luăm са origină poziţia iniţială a punctului А, 
а= ug, b—vwt-- fg. 


Ecuația în chestiune rezultă din eliminarea lui ¿ între a- 
ceste două din urmă ecuaţii. 


Faza 2-2. Viteza de alunecare a punctului de contact A are 
ea componente и — Rg, v+ Ер. Ori, avem : 


u— Rq = w — Ryo = 


R 
v-- Rp e v, —fgt - R(p — К). 
Cu sistemul particular de axe ce am ales, prima. compo- 
nentá este deci totdeauna nulă. Cealaltă este o funcţie lineară 
de t care se anuleazá pentru valoarea 


Pentru t) i! mişcarea, de alunecare va înceta de a se mai 
produce, căci dacă ar continua de a avea loe atunci viteza ei 
v--Rp ar trebui să schimbe de semn și аг dobândi acelaşi 
sens ca frecarea, ceea ce constitue o imposibilitate. Mișcarea 
va fi deci o rostogolire executată potrivit ecuaţiilor (1), (2) 
cărora, li se vor alătura, cele două ecuaţii 


, 


(5) и — Rq—0, v Rp=o 
adică în total tot opt ecuaţii pentru determinarea celor opt ne- 
cunoscute и, v; p, 9, 7; X, Y, 2. 

Ele dau pentru X si Y valori nule, verificându-se astfel 
absența oricărei tendinţe 1а alunecare. In adevăr, dacă eliminám 
pe X şi Y între ecuațiile (1) şi (2) obținem 


du , K? dq dv K? dp. 
"UR d^? diga RU dino, 


24468 — 27 
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-Şi aceste ecuaţii, înlocuind pe E 
ecuațiile (5), se reduc la 


du dv 
(8) di 9» di mS 


2? prin valorile deduse din 


ceea ce potrivit ecuaţiilor (1) conduce la rezultatul 
| X=o, Yi= 07 


Cum ecuaţiile (6) stabilesc că u şi v rămân constanţi, re- 
zultă că începând dela momentul Y ‘mişcarea centrului de greu- 
taie devine rectilină, gi uniformă. x 

„A Sensul acestei mişcări depinde de semnele componentelor 
u $i v în momentul Y când încetează alunecarea... Ori, raportán- 
du-ne la studiul primei faze, u $i v, în sistemul particular de 
axe, au în momentul # valorile 


p 5. v, — ді ` 
adică, înlocuind ре ? prin valo&rea sa зі pentru că wo — Rg = o, 
оч x .В(Во Карау 7000. 
Еф, к ФАТ ' 

Rezultanta acestor componente poate, după ordinea, de mă- 
rime şi semnele cantităților q,, Vos ро să facă un unghiu oare- 
care cu. viteza iniţială a centrului de, greutate, ale cărei compo- 
nente sunt Ra, vy. Se poate deci întâmpla ca după momentul 
t" sfera, să continue de a înainta în sensul impulsiei primitive, 
sau să se întoarcă înapoi (efectul de retro 1а biliard) sau însfâr- 
şit să ia o direcție intermediară, oare-eare. X : 

Observaţiune. Cu începere din momentul /, am spus că cen- 
trul de greutate al sferei dobândeşte o` mişcare reotiliná și uni- 
formă, care ar fi sá' continue indefinit, ` ` 


Asemenea rezultat se înțelege că nu se verifică în practică. 
Cauza este hu numai rezistenţa aerului, care se opune mişcării 
sferei şi de cae nu s'a ţinut sgeoteală, dar totodată faptul că 
s'a neglijat rezistenţa la rostogolire, admiţându-se că şi pe tim- 
pul rostogolirei „fără alunecare punctul ‘де contact mecanic a 
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rămas în coincidență cu punctul :de'contact geometric. Ori, ase- 
menea presupunere nu permite de a ajunge la conelusiuni exacte. 

Fără această presupunere; coinpbnentelă. w yú o lé vitezei 
centrului de greutate! шат fi (Gonstante, | după! 'dum'niti com po- 
.nentele X şi Y ale frecărei n'ar fi nule. Frecarea ar fi însă 
mai mică, bine înțeles, decât frecarea de alunecare Mg/. 
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PARTEA V 


MISCAREA PROECTILULUI ÍN JURUL 
CENTRULUI SĂU DE GREUTATE. 


I. NOȚIUNI INTRODUCTIVE. 


GREUTATEA. REZISTENŢA AERULUI. FRECĂRILE LATERALE. 
MIŞCAREA CENTRULUI DE GREUTATE. 


Problema mișcării proectilului în jurul centrului său de 
greutate, constitue o foarte interesantă aplicaţiune la un caz 
concret a teoriei mişcării unui solid în jurul unui punct fix. 
Pentru artilerişti, ea este de o importanță considerabilă, inte- 
resând în mod direct atât precizia tragerilor cât si construcția 
proeetilelor. ` 

Nu ne putem însă ocupa de această chestiune fără a pre- 
ciza mai întâi toate considerațiile de ordin balistie pe care vom 
sprijini rezolvirea ei. 

Este ceea ce vom face în prezentul capitol. 


Un proectil asvárlit de o gură de foe se găseşte supus pe 
timpul mişcării sale în aer la acțiunea greutății sale mg, la 
rezistența R a aerului si la frecările F ocazionate de scurgerea 
aerului pe pereții săi. Determinarea mişcării proectilului, pre- 
tinde ca să cunoaştem în fiecare moment al mișcării mărimea 
$i direcția acestor forte. 


1. Variația lui g cu altitudinea. Greutatea este o forță cu- 
noscută. Mărimea ei depinde însă de g care variază cu altitu- 
dinea. In calculele balistice se ține socoteală de această variație 
în felul următor, 
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Fie gy si ga, valorile accelerației greutăţii la altitudinele 
y şi o. R fiind raza pământului, avem potrivit legii atraefiunei 
universale 


m mdi omg 
A (Ty? 
deci 


— 
gy = (ey sau — gy = go (1 +) 
1+ R r 
Dată fiind micimea cantității -Y-, putem lua din desvol- 
t R^P 


—2 + . . . . L .. 
tarea lui (1+ i) numai cei doi dintái termeni, seriind 


= 9 (1-58) 9 


Insă termenii 1 şi — sunt totdeodată primii doi termeni 


2y i 
din desvoltarea funcţiei e" R ; mai putem deci sorie, în aceiaşi 
ordine de aproximaţie, 
2y 
ф&=фе R 
de unde : = 


s 
log gy = log go — “р log e. 


Ori, pentru y — 730, avem 
зу log е = 0,0001. 


Pentru.a se ţine seama de variaţia lui g cu altitudinea, 
se va micșora prin urmare logg, cu o unitate de al 4-1% ordin 
zecimal, de fiecare 730 metri ai altitudinei. 


2. Rezistenţa aerului. Fie un element de suprafaţă do care 
se «deplasează în aer paralel cu el însuşi, într'o direcţie CD Aper 
pendiculară acestui element. 

Rezistenţa opusă de aer mișcării elementului, este perpen- 
diculară pe element şi depinde de suprafaţa do, de densita- 
tea A a aerului şi de viteza » a deplasării, Cum experienţa a do- 
vedit, că pentru o suprafață plană rezistența este proporțională 


i 
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cu densitatea aerului şi! cu suprafața, putem scrie, îhsemnând 
prin Rn. rezistența pe: elementul da: : 


D . Ra = da.A. d (v) 
22; Ф (v) reprezentând о funcţie de viteză, 
E de Dacă direcţia translaţiei OD {асе un un- 
ghiu 9 eu elementul do, se admite că rezistența, 
Rn perpendiculară acestui element, opusă de aer, 
Fig. 219 езіе Ў н 
юр mih aul В, = ds. 8.9 (9). f(O) 
‚ f(8) fiind; o funcție crescătoare. de 0; care pentru: 0 — 90? este 
egalá eu 1. : 
Ca urmare, dacă reprezentăm prin Ry proeefia lui Rọ pe 


direcția translatiei, avem i 
COUR, Resin 0 = 5: 476 (o) f (9) sina 
к Să considerăm acum „un proeetil ogival. 
Fie AB meridiana ogivei sale, raportată la axul 
Oy al proeetilului. si la o- perpendiculară Oz : 
pe Oy din planul meridianei. Să presupunem 9“, 
că proectilul se deplasează ín aer în direcţia, Ry 
axului său Oy. Atunci, numai ogiva suportă pre- ^ үче. 220 
siunea, aerului. лы, Ne 
Pe meridiana АВ să considerăm 'un- element MN de lun- 
gime ds. Prin fnvártirea ín jarul axului Oy, 
acest element nàsté o suprafaţă do egală cu 
„ .2 mæ 481).. Fie un element al acestei suprafeţe 
de „lungime ds și de, lăţime d. Rezistenţa, pa- 
| ralelá cu. Оу fiind, aceiași ре toate. elementele 
de acest fel în care se poate descompune do, 
"rezistenţa pe suprafață do: Va fi 
Fig. 221 (07 Rye 9n eds, A d (v) f (0) sin 6 
sau, pentru că desin 0 do, 
AA I Ry mda. à. 9 ():J (0). 


H 
Di) 


' U8* Борга? do ропе" de ооп, egal dupi uud ae ştie ou 
s de [e 4- (w + фо) diot; fn! valoare principală, suprafața cilindrică 2 по qs. 


Xe 
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Rezistenţa, Re a aerului pe do este nulă, căci componen- 
tele lui Rẹ sunt două câte două egale şi direct opuse. ' 

Аза dar, însemnând prin а calibrul'proectilului, rezistența 
totală R a aerului asupra ogivei are ca expresie 


в=влф() |26970) 
adică 
Rs) f On) 


Om fiind о сто intermediară a lui 6 în intervalul dela. A la: 
B. Dasă însfârşit punem (02) =i, avem : 


EI za ү (v). 


, Acoslerația corespunzătoare este 


вап, punână [g4(v) EO) socie Шш se 
2 = Ee > H 
(1) = iAF(). 
In această expresie a accelerației, i caracterizează forma 
proeetilului. I se zice indice de formă. Expresia sa i = FCn) 
arată, că pentru un calibru dat, el este cu atàt mai mic cu 
cât ogiva proectilului este mai: Bran 4 
A este greutatea metrului eub de aer în punotul de altitus 
dine y, unde se găseşte proectilul în ошен, viteza sa 
fiind v. Punând 
Lia 
\ и Nomi 
expresia, accelerației ia forma simplă 
wecF(). 


Valoarea c care coprinde carnoteriaticele proeetilului .se nu- 
тее coeficient balistic. Acest coeficient nu este o constantă, 
căci el variază cu densitatea aerului. 


Pentru înălțimile până la săgețile de cel mult 8.000 de 
metri, valoarea, densităţii A, pe care să o însemnăm la altitu- 
dinea y prin A (y), se calculează în mod practic prin formula 

í —у 
A (y) = Д, c 1939 


А, fiind densitatea la suprafaţa pământului. 


Rămâne să vorbim despre funcția F (v). Pentru determinarea, 
valorilor numerice ale acestei funcţii, se procedează în felul 
următor: : 

Se execută o tragere orizontală si se măsoară vitezele v; şi 

з e v, ale proectilului la distan- 

Md Tu fele x, si 2, dela gura ţevii, 

Fig. 292 ` luându-se z,—50 metri pen- 

tru ca viteza proectilului să 

nu mai fie influențată de împingerea gazelor care ies din țeavă, 

şi v, vecin de 400 metri, proectilul mergând са si în linie 
dreaptă pe această distanţă. 

Cum pe pareurs orizontal travaliul greutăţii este nul, teo- 
rema fortelor vii ne d& relatia: 


— R dz =d ($m?) 
sau, înlocuind pe R prin mw, 
—ъдв=4(з) 
51 întegrând dela д, là xz: 


E i 2 2 
w йа == — -у- (o? —w?). 
» ` n 
Insemnând prin wm o valoare mijlocie а accelerației, putem 
serie 


1 


de unde 
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‚ Se admite că valoarea Wm astfel calculată, corespunde vi- 


vi 


tezei "Em, Experienţa se repetă de mai multe ori eu acelaşi 


proeotil însă cu viteze iniţiale diferite, formându-se un tablou 
în care Wm se înseamnă prin w iar alt prin v. Acest tablou 


ne dă corespondenţa între v gi ш. Formula ' 


(a) w=i А, 2 F (v) 


. 


, 


ne dă apoi valoarea numerică а lui i F (v) pentru diferitele va- . 
lori ale vitezei v. 


La, poligonul dela Gávre, din Franţa, s'au făcut altă dată 
asemenea experienţe cu trei principale tipuri de proeetile si s'a 
constatat, că dacă se divid valorile ¿F (v) obţinute la aceste 
experienţe prin sinuşul semi-unghiului ogival ү al 
proectilului respectiv, raportul : | 

iF (v) - 


sin y 


are aceiași valoare pentru toate cele trei tipuri . | 
de proeetile experimentate, la egalitate de vitezá. | 

Punánd atunei i 
ә 


Fig. 


эз 


sin y e) (v) 


Ф (v) fiind zisă funcția dela Gâvre, s'a, conchis, că pentru ori-ce 
alt proeetil de formá apropiatá celor trei forme experimentate, 
valorile i Е (v) corespunzătoare proectilului sunt egale cu valorile 
Ф (v) înmulţite cu sinusul semi-unghiului sáu ogival ү. Sa luat 
deci Е (v) = e (v) şi i = sin т. М 


Formele moderne de proectile, cu ogiva mult mai alungită 
sí eu partea de dinapoi tronoonică, nu se mai conformează 
acestei legi simple. Se înţelege de altfel, că de oare-ce rezistența 
R depinde de forma particulară a proeotilului, fiecare formă de 
proectil are funcția sa proprie de rezistenţă, In praotioá, se ad- 
mite totuşi, că diferitele funoţii i F(v) se deduo tot din func- 
ţia p (v) înmulțită оп un coeficient i, iadicele de formă, care 
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pentru proeotilele actuale poate “totdeauna să fie luat egal cu 
un sinus; : 


‹ 1 — віп Ym ) 
unghiul Ym fiind însă atunci un semi-unghiu ogival fictiv, 
` Această valoare a lui i se determină príntr'o tragere de 
experiență la fel cu celelalte, din care rezultă două valori nu- 
merice pentru v gi w. Tabla F (v) dându-ne atunci valoarea 
acestei funcții care corespunde lui v, formula (s) în саге ínlo- 
cuim pe w зі F (v) prin valorile lor numerice ne procură pe i, 
: Dacă facem mai multe asemenea experiențe, se constată, că va- 
riază puţin cu viteza, așa că nu este toemai o constantă după 
cum se admite, | ^ аш 
„In lipsă de experienţă, se poate obţine o 'valoare : aproxi- 
mativă pentru i utilizând! formula empirică : . s aida 
logi— 1,800 — 0,45 log (k + 1,25%). - я 
h şi М. fiind, respectiv, înălțimile 
evaluate în calibre a ogivei si a 
pírtei -tronconice de dinapoi a 
, proeetilului, 3 ue 
ME Е еы „Pentru | proeetilele actuale; 
valorile lui 4 sunt coprinse între 0,3 și 0,7. : 

In ceea ce priveşte funcția F (v), айша generală a curbei 
sale reprezentative este aceea а unei 
parabole când v variază dela ola. 
300 m, și а unei drepte pentru 
v» 300 »J, . No 

S'a căutat să se dea funcţiei 
F (v) si forme analitice. Dintre aces- 
tea, sunt mai ales de reținut urmă- 
toarele două; 
F (v) = 0,184? pentru v (800 "/, 

F (v) = 400 (v — 260) , vY 800", 
ceea din urmă fiind datorită -Genera- 
lului Chapel, care-a mdi indicat şi 
formula : i 

F (v) = K (A + eh 9) v* 


Fig. 224 


c gte o A-18, K-010718 


care se aplică pe toată întinderea funcției F (v). 
In unele calcule, în loo de funcția F (v) se utilizează funcţia 


| /®= 50. 


-Curba reprezentativă a acestei funcții аге un punet dei in- 
flexiune pentru v = 340 ™/; si un Flo) 
maximum; pentru v = 468 "/,, 

Ca unități de măsură în cal- 
culele balistice, se ia metrul, ki- 
logramul si secunda. . 

Notă. Valorile coeficientului 
balistic 


i0 " T F 
di d ri SU MO A Fig. 20927 
sunt coprinse între 10 7* gi. 10 5,20. : uM \ 
Servindu-ne de aceste valori, putem să ne dăm tae de 
importanța rezistenții aerului. 
Sá presupunem spre exemplu cá v = 500 "/, si e = 1074. 
Potrivit formulei lui Chapel, avem 


0=сЕ(0) = 107*. 400 (500 — 260) = 9,6. 


. Aşa dar accelerația rezistenfii aerului este de aceiaşi ordine 
de mărime ca accelerația gravității. 

“58 luăm însă v — 500™/, şi c — 10 7 5.8 ceea ce cores- 
punde aproximativ unora din vechile Ку de 75 m.m.; 
obţinem atunci 

= с F (v) = 76,8; 
Acceleraţia este deci în acest саш. де opt ori mai mare 
decât accelerația gravității. 


3. Frecările aerului, Să considerăm oa şi mai sus un pro~ 
ectil care se deplasează în aer „în direofia axului său. Rezistenţa 
opusă de aer înaintării acestui proeotil este datorită nu numai 
presiunei aerului asupra opivei, dar şi freolrilor ocazionate de 
scurgerea aerului pe meridianele proeotilului, ES 
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Dacă proeotilul este animat de o simplă mişcare de trans- 
laţie, rezultanta acestor frecări este evident îndreptată pe linia 
axului proectilului și valoarea sa intră în funcţia experimentală, 
Е (o) care totalizează astfel presiunea aerului asupra proectilului 
şi frecările longitudinale. , 

Dacă proectilul este însă animat si de o viteză de rotaţie 
în jurul axului său, atunei scurgerea moleculelor de aer pe su-. 
prafata proeetilului nu se mai face în direcţia meridianelor. Fie 
M un punct de pe circonferinja unei secţiuni drepte a proecti- 

lului. Frecarea din M ocazionatá de scurgerea 
moleculelor 'de aer, se poate descompune în două 
componente: una F, tangentă meridianei care 
trece prin M şi depinzând de simpla mişcare de 
translație a proeetilului și alta F, tangentă cir- 
conferinţei secţiunii drepte, îndreptată în sensul 
. eontrariu al rotației proectilului şi depinzând 
numai de această rotaţie. 
Frecările longitudinale F, dau, după cum 
am mai spus, o rezultantă care intră în valoarea 
funcţiei experimentale Е (о). Cele laterale F, 
Fig. 227 formează două câte. două un cuplu, al căruia ax 
. Coincide cu acela al proectilului, aga că rezul- 
tanta acestor cupluri este un cuplu având ca ax tot axul proee- 
tilului. Acest cuplu rezultant este fără efect asupra mişcării cen- 
tralui de greutate; el tinde numai a micşora întru câtva viteza 
de rotaţie a proeetilului în jurul axului său de figură. Viteza 
aceasta este însă așa de mare că influenţa cuplului asupra ei 
este ca зі neglijabilă 1). . 


4. Cum se pune problema mișcării proectilului în aer. La în- 
ceputul mişcării sale în aer, proectilul asvârlit de o gură de foc 
se găseşte animat de o viteză de translație vo în direcţia pre- 
lungirii axului ţevii și 'de o viteză unghiulară de rotație œ în 


jurul propriului său ax. 


1) Pentru tunurile da câmp de 75 m.m. valoarea vitezet unghiulare 
de rotaţie a proeetilului în jurul axului sku esto de cel puțin 700 ma. | 
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Pe un parcurs de câteva sute de metri, traectoria 'centrului 
său de greutate G este ca şi rectilină, axul GA al proeetilului 
eoineizánd sensibil pe acest parcurs cu direcţia GT a vitezei 
iniţiale vo. Apoi, din cauza greutăţii, curbura traectoriei cen- 
trului de greutate accentuându-se, tangenta GT se înclină pe ori- 
zont aşa ой direcţia ei ajunge a forma un unghiu 0 eu axul 
proectilului. De îndată ce unghiul 0 іа naştere, rezistenţa aerului 
R devine oblică faţă de ax. Ea mar întârzia să dea proectilul 
peste cap dacă acesta mwar fi animat de o mare viteză de ro- 
taţie în jurul axului său. Din cauza acestei viteze, proeetilul, 
sub efectul rezistenţei R, ia o anumită mişcare giroscopică, аза 
după cum se va vedea în capitolul următor, care face ca axul 
său să nu se depărteze prea mult de tangentă şi proeetilul să 
cadă astfel la pământ cu vârful înainte 1). 

Fie, într'un moment oarecâre, AGT poziţia planului format 
de ax şi tangentă. Din câuza unghiului Ө, rezistenţa aerului nu 
mai este aceiâși pe meridianele proeetilului. In lungul meridianei 
SNPQ dinspre partea tan- 
gentei GT, ea este evident: 
mai mare decât pe meridiana ` 
opusă SKLM, însă, їп două 
puncte simetrice faţă de pla- 
nul AGT rezistenfele sunt Fig. 238 ` 
egale și simetric aşezate, aşa ; 
că rezultanta, lor este o forţă conținută în acest plan. Rezultanta 
generală a presiunilor aerului asupra pereţilor proectilului este 
deci o forţă R conținută îm planul AGT munit plan de rezis- 
tență. Punctul C unde forţa R întâlnește axul GA se numeşte 
centru de rezistenţă. 

"Să trecem acum la chestia frecărilor, Considerând o seo- 
fiune dreaptă a proeetilului de centru О, fie: M un punct de 
pe eireonferinja secţiunii, F, frecarea tangentialá a moleculelor 
de aer din M pe suprafaţa proeetilului care ar inainta f&rá а se 


1) Aceasta însă numai în tragerile obişnuite de artilerie, lar nu şi in 
acelea prea vecine de verticală, 


— 480 — 


invárti şi Fa frecarea moleculelor tangentă ciroonferinţei în ipo- 
teza că proeotilul s'ar învârti stând ре loe. 
In punctul M', sirmetrieul 
lui M їп raport de planul de 
„ rezistență, frecarea Е, este 
egală cu.F, şi simetrică faţă 
de acest plan, aga că rezul- 
tanta lor este coprinsă în pla- 
: nul- de. rezistenţă. Toate aceste 
frecări. longitudinale dau prin 
urmáre o` rezultantă · generală 
coprinsă în planul de rezistenţă, 
a cărei valoare intră în yalos- 
rea rezistenței aerülui Rs: 
Frecarea F', din NI M' este egală ca mărime еп F, 
şi. simetrică, față de planul de rezistenţă cu F, luată în sens 
contrariu., Rezultanta frecărilor Е, şi -F',. este deci: o forţă Fa 
coprinsă în planul secţiunei si perpendiculară . pe planul de re- 
zistenfá. Cum în punctele N şi N' de pe spinarea proeetilului, 
corespunzătoare punctelor M si M' din faţă, presiunea aerului 
este mai mică și, cum frecările sunt proporționale, cu, presiunile, 
rezultanta, F, din абееа- regiune este. mai mică decât Fa. Re- 
zultanta generală a tuturor frecărilor laterale. este deci о forţă 
F perpendiculară pe planul de rezistenţă. și aplicată, întrun 
punct al acestui plam situat față de. aa; de. „aceiași . parte- ca 
tangenta. Această, rezultantă, este de altfel cu atât mai таге, еа 
cât unghiul 6 este. е] însuși mai mare, de oare-ce 0. crescând 
frecările F, crese pe când frecările Fe se micşorează. 


In ceea ce priveşte sensul vectorului reprezentativ al forței 
F, se va ţine socoteală, că dacă după oum este: cazul ` figurei, 
rotația proectilului are loc dela dreapta 1а 'stânga, observatorul 
culcat pe acest vector, transportat paralel: cu el însuşi în centrul 
de greutate G, ca origihă, trebue să vadă rotația care aduce pe 
GA peste GT dela stânga la dreapta; el trebue din potrivă să 
vadă. această rotaţie ca, av&ünd,loe dela dreapta la stânga, ас 
proectilul ве fnvárteste dela stânga la dreapta. : 


t er Г 


rm a алани ча 


c 


Potrivit teoriei generale a mișcării unuj solid liber, deter- 
minarea mişoării unui progotil în aer depinde de integratiunea 
unui sistem de şease ecuații diferenţiale de ordinul al doilea, 
dintre care trei corespund la mişcarea centrului de greutate G 
sub acțiunea greutăţii mg şi a celor două forțe R si Е trans- 
portate paralel cu ele însăși în punctul G, jar celelalte trei 
corespund la mişcarea proectilului în jurul centrului său de greu- 
tate sub acțiunea forţelor R gi F. Problema luată astfel ar. fi 
însă foarte complicată. Ea se simplifică în felul următor: 

a), Pentru determinarea, mișcării centrului de greutate, se 
neglijează forța F. Rămân atunci aplicate їп G numai cele două 
forțe mg şi R. Forţa. Б se descompune apoi 'în' planul de re- 
zistență în componenta В, de .pe. direcţia tangentei GT şi în 
componenta Rn perpendiculară pe această, direcţie. Cum expe- 
riențele de tragere au dovedit că unghiul @ dintre axul GA. al 
proectilului şi tangenta GT rămâne totdeauna mic, unghiul pe 
care îl formează direcția rezistenţei R cu tangenta este şi el 
mio, aşa, că forța Б, este са si ha uA 
egală cu R. In consecință, se 
studiază mai întâi mișcarea 
centrului de greutate G sub ac- 
țiunea greutăţii mg si a rezis- 
tenfei experimentale Б, si pe 5 
urmă se determină influenţa ре саге о are asupra, acestei miş- 
cări componente К, a rezistenței. . - 

Sub acțiunea forțelor mg si R,, centrul de greutate G 
descrie o traectorie соргїпзй їп planul proectant vertical al vi- 
tezei inițiale v,. Forţa Rn tinde са să scoată pe G din acest 
plan, dând naştere prin componenta ei orizontală, perpendiculară 
pe tangentă, la abaterea zisă Dérivatiunea!) Cum însă poziţia 
forței Rn depinde 'de orientarea în spaţiu a planului de rezis- 


Fig. 230 


`1) Cealaltă componentă a fortel Ra + perpendiculară ре tangentă şi 
coprinsă în planul 'vârtichl al traeotoriii, aro un efeot ca şi nul asupra mig- 
cării centrului de greutate, fiind succesiv 'orlentată gi la sourte intervale de 
timp, când; deasupra. când. dedesubtul tangentel, după oum. vom arăta la са- 
pitolul Derivaţiunii proeotilelor. 
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tenj& AGT în care se află ea coprinsă, studiul derivaţiunii se 
face în urma aceluia al mişcării proectilului în jurul centrului 
său de greutate, care precizează variaţia de poziţie a planului 
A GT în cursul mișcării proectilului în aer. 

b) După studiul mişcării centrului de greutate, se trece la 
acela al mișcării proeotilului în jurul acestui centru sub simpla, 
acţiune a rezistenţei R din punctul C. Se determină apoi influ- 
епја forței F asupra acestei mișcări. 


5. Ecuațiile generale ale mişcării centrului de greutate. 
Centrul de greutate mișcându-se са un punct material de greu- 
tate mg supus unei rezistenţe tangentiale R = mc F (v), ecuaţiile 
diferenţiale ale mişcării sale sunt: 


: М 
m D = — me F (v) вов 


p 
1 DÀ = — me F (v) sin t — mg 


care, după cum am arătat la pag. 80 a Cursului nostru unde 
ne-am ocupat de curba balistică, revin la următoarele: 4 ecuaţii 
diferenţiale de ordinul întâi: 


dx = cos t dt 
dy =» sin tdt 


d (v eos )e-vF() dr 
vd t= — g cos t dt. 


Ecuația a treia poartă după cum ştim numele de ecuația 
hodografului. Dacă F (v) ar fi o funcţie analitică iar coeficientul 
balistic c o constantă, integratiunea 
sistemului de ecuaţii s'ar face inte- 
grând mai întâi ecuaţia hodografu- 
lui care nu ar confine decât varia- 
bilele v зі т. In realitate însă, funotia 
F (v) nu este cunoscută decât prin 
valorile sale numerice iar coefioien- 
Fig, 281 tul o ştim că depinde de densitatea 

A a aerului şi prin urmare de alti- 


y 
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tudinea y. In asemenea condiții, integrațiunea sistemului, după 
regulele obişnuite de calcul, dă loc la mari dificultăți. ] 

Pentru evitarea acestora, s'au propus diferite metode de 
rezolvare, lipsite ce este drept de rigurozitate matematică, dar 
conducând totuşi la rezultate suficient de satisfăcătoare pentru 
trebuinfele practicei artileristice. Dintre aceste metode, aceea 
care se poate aplica, în toate cazurile de trageri şi dă rezulta- 
tele cele mai precise este metoda zisă a integrațiunii. pe arcuri 
succesive, , 


6. Calculul traectoriilor prin metoda integrafiunil pe arcuri 
` succesive. Їп această metodă, y 

curba, balistică, eu începere 
din origina О, se divide în 
arcuri a căror amplitudine 
т— 7. nu {тёре de 3 grade 
şi se calculează succesiv prin 
cuadraturi elementele extremi- с 
tátilor fiecăruia dintre aceste Fig. 232 
arcuri până când se ajunge : ы: у 
prin încercări la un y nul, careeorespunde punctului de cădere 
al proeetilului. ; s 

Iată cum se aplică această metodă în Franța, la poligonul 
dela Gâvre. 2 , 

Se asimilează pe întinderea arcului de calculat funcţia 
Е (о) cu forma analitică, 80°. Scriind atunci 

> EE 
ecuaţia hodografului Е : 

d (vcos т) = 2-0 F (v) а 
devine, punând о созт = uw!) ^ ` 
i du = F Во? ат 


sau încă 
c u? 


du- -- 6 


g “созт 


йс. 


') După cum s'a văzut la pag. 80, viteza orizontală м desoregte ne- 
eontenit, 5 


2446,28 
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Productul cf nu este o constantă, căci с depinde de y iar 
@ este numărul variabil care înmulțit cu v? reproduce valoarea, 
numerică Е (о). In lungul unui are М, M, se consideră totugi 
acest product са fiind constant şi egal în consecință си o va- 
loare mijlocie care se determină aga după cum vom arăta mai 
departe. Punând deci cf = b; avem 


du b d 
ui д cos 


de unde, considerând pe b constant și integrând dela тү la ta; 


Йй a =@ў ь (^ 
mi 9 g «, 908 


sau 
: a у= 284 

punând s a os 
A s f. Cos." 


Pentru valorile "A există table numerice. Seriind pentru 


preseurtare 5 К 
à 0 LU 


obţinem astfel egalitatea 
U,=U,+2bA 


саге ne dá pe v, dacă se cunoaște v, din calculele anterioare. 

Trebue să mai determinăm ре 2,, y, gi t, care 'cores- 
pund punctului M,, adică creşterile Av, Ay şi At: Pentru a- 
ceasta, se determină mai întâi lungimea As a arcului M, M,, 
care ne va servi, după cum se va vedea, la calculul celor trei 


creşteri. 
Ori, plecând dela ecuaţia 4 
1 
Pie = — c F (9) созт = — bv? созт 


pe care o putem sorie 


{ооз н — b v ct S 


A —bou i m ig 
sau i 
du 
Wo — 00 = —b ds 
avem, integrând dela u, la m ; 
Log 2. -—b^s 
de unde Р 
j Он 
As— y Log ш . 


Insă, potrivit egalității. g = u? U, avem 


deci f " 
cy EE 
Ag—g 5 Log T 
sau, trecând la logaritmii cm 


da = ELT - log 07 


Aceasta este formula care dă pe ҮҮ, Pentru caleulul lui 
Ax şi Ay, plecăm dela egalitátile 


ах = ds . созт, dy = de 'sin т 


care ne dau, însemnând prin à şi p valorile mijlocii ale ' lui 
cos т şi sin т în intervalul dela тү la т,, 


Ах = А Аз, i Аут ЖТ "o 
eu i : иги) ud БУ 
i-i (eos т, COS. 72), .. 1 (sn, С ыу A zi 
Insfársit, egalitatea, 2 
Jf d& — v dt Ac Er 
ne ав, їп aceiaşi ordine. de aproximaţie. : уб so а улум 171034 


=4 (o Tv) 
de unde 
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Asa dar, plecánd dela unghiul de tragere t, gi viteza ini- 
fialá v, si luând o amplitudine de cel mult 8 grade, elementele 
extremității arcului respectiv, adică elementele 

v;, ДА, Ат, Ay, M 


se vor calcula prin formulele 


0.40, *25A 
KA = aus dog т? > 
Аж= X ðs, PEN 
E Аз id 
2-0 vp 9, 
unde jp 39: 
0 = 00, 7j — 10, t= 8 ssh 


dis 07 da 
A = | Cos? т 
EU t 
şi aşa mai departe. 
Toate aceste calcule se bazează pe valoarea atribuită fac- 
torului, b.. Această valoare se ia egali cu aceea pe care o dă 
egalitatea. 


B= cps)? 240) ; [Fo Hio 


in care facem: nt = 
ЕОНИ 

Cum însă nu cunoaştem nici pé у; пісі pe v,, se proce- 
dează prin încercări în felul următor: 

Se ia mai întâi y, = yi şi v, e: deci : 

U—iA(y) 2 fa). 
și cu această valoare CERES ealeulele de mai sus, se obtin 
pentru y, $i v, două valori y,” si v, Se ia apoi ` ae 
u ^ 
у= TM, ' sm LES 


V! -i^ (£ + W) = ned +) 


și prin urmare 
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şi cu această nouă valoare a lui b repetându-se aceleaşi calcule, 
se ajunge la două alte valori y," si v. Dacă s'a gasit că 
уа! == Уз si va! = v, atunci valoarea definitivă a lui b este 
U'. Dacă nu, atunci se continuă aceleaşi operaţii până se obţin 
asemenea egalităţi. In general, acest rezultat apare după vreo 
3 sau 4 operații.. icd 
Densitatea, aerului A (у) se calculează după cum am spus la 
| pag. 424 prin formula 


E - qu 

А (у) = 4,.е 1600. T 

| ! Insfârşit, cum în formula 0,= U, +2b A intră: valoarea 
lui D, se fine socoteală de variaţia; lui g cu E asa după 

cum s'a arătat la pag. 421. 


П 
ИЕН 


Notă, Această, metodă de calcule comportă două feluri! de 
erori. Una, datorită faptului că se presupune: b constant în lungul 
unui arc şi aceasta are influență asupra determinării vitezei v, 
şi deci și asupra celorlalte elemente; a doua, că se determină огеў- 
terile Ат, Ay şi At са şi cum arcul Ав ar fi un element rectilin. 

In practică însă, eroarea rezultantă, este slabă dacă log b 
nu variază cu mai mult de 0,02 când: se trece.dela un arc la 
următorul şi dacă amplitudinea arcului este de cel mult 3 grade. 

Precizia este: bună dacă. diferenţa de viteze Or ы! nu 
trece dez: : iui 8 

` 20 la 30°m. ` pentru OX 500 m. ide 
M Re e 500 ( v (800 m. 
150 m. 


П. MIŞCAREA PROECTILULUI IN JURUL 
CENTRULUI SĂU DE GREUTATE. 


Fie întrun moment oarecare, GT tangenta traectoriei cen- 
trului de greutate а] unui proectil si O punctul situat pe această 
tangentă la o distanță egală cu unitatea de punctul G. Prin 
punctul О să ducem un plan P perpendicular .pè tangentă gi să 
ne închipuim că acest plan rămâne solidar нарт pe. tot. tim- 
pul cât se mişcă proectilul. în aer. 

In planul Р să considerăm două axe dero Ou 
şi Ov, dintre сате Ош orizontal şi îndreptat spre dreapta pla- 
A erri al traectoriei ре care este perpendicular, iar Ov 
coprins în acest plan: vertical si îndreptat în sus. Fie M punetul 
unde axul, GA al proectilului, prelungit, întâlneşte planul P. 

„In capitolul de față ne. vom ocupa cu' studiul migcárii 

pis ~ punctului M în raport de axele 
Ом şi Ov. Cunoaşterea acestei 
mişcări lămureşte, după: cum se 
înţelege, mişcarea însăși a axu- 
lui proectilulu în jurul tan- 
gentei şi deci. mişcarea proec- 
tilului în jurul centrului său de 
greutate. 

Vom trece apoi la ches- 
болеа . Stabilităţii proectilelor 
pe traectorie și la aceea a Deri- 

vafiwnii, care sunt strâns legate de problema mişcării axului 
proeetilului, punând totdeodată în evidenţă concluziunile de ordin 
practic се rezultă din toate aceste studii atât pentru buna ți- 
пий а proectilelor pe ітаесіогіі, de care depinde precizia trage- 
rilor, cât și pentru construcția proectilelor. 


Fig. 288 


I. ECUATIILE GENERALE ALE MIŞCĂRII. 


1. Axe cordonate. Vom raporta mișcarea proeetilului în 
jurul centrului său de greutate G la trei axe cordonaté drept- 
unghiulare ба, Gy, Gz trecând prin acest 
punet şi definite astfel: 

Gz, îndreptat pe tangenta traectoriei 
lui G, în sensul mişcării; 

ба, perpendicular pe planul vertical al 
acestei traectorii şi deci orizontal, îndreptat 
spre dreapta; Fig. 234 

Gy, perpendicular pe cele două pre- 
cedente, coprins în planul traectoriei lui G şi îndreptat în sus. 

Poziţia proectilului faţă, de aceste axe va fi definită, po- 
trivit teoriei generale a mișcării unui solid în jurul unui punct 
fix (pag. 339) prin poziţia respectivă a unui alt sistem de trei 
axe dreptunghiulare GX, GY, GZ, invariabil legate proeetilului, 
dintre care, GZ; coincizând cu linia însăşi a axului proectilului 
iar celelalte douž coprinse în planul secțiunei. sale EO care 

trece prin G. ` 

Elementele care determină poziţia acestui sistem faţă de siste- 

mul Gz, Gy, Gz sunt 
după cum ştim, cele trei 
unghiuri ale lui Euler: 
9,0 şi e. 
Mai ştim de ase- 
menea că se trece dela 
o poziţie a corpului la 
z alta infinit vecină, prin 
cele trei rotații elemen- 
A tare: 
ёф; în jurul lui Gz 
29, n ? р GA 
Fig. 285 à 0р, » » GZ 


fia care trebue să mai adăogăm rotația — дт în jurul lui Gz, 


т) 


care rezultă din înclinarea, tangentei Gz pe orizont, дт fiind tot- 
deauna negativ. 

Mişcarea elementară, а proectilului în jurul centrului său 
de greutate va fi deci o rotaţie rezultând din cele patru rotații 
precedente, reprezentate respectiv pe figură prin vectoarele (У, 
dp! si — т, 

Dacă p, q, v, sunt componentele vectorului rotației rezul- 
tante pe axele GX , GY, GZ, ştim (pag. 345) că: 


p= ф sin 6 sinp + 0 eos e — т cos (X , æ) 
(1) g = V sin 6 cos p — sing —= сов (У, а) 
T = 0 cos? To — т eos (Z, 2). 


Avem de altfel următoarele relații trigonometrice o cunos- “ 
cute din Geometria analitică: 


cos уор ен 
(2) cos (Y,a) = — sin р cos ф — соз р sin ф cos 8 
© соз (2, 2) = sin ô sin 0. 


.. 2. Ecuațiile lui Lagrange. In loc- de ecuațiile lui Euler 
(pag. 344). este mai avantajos de a. ne servi de acelea ale lui 
Lagrange, care dau loc la calcule mai simple conducând însă 
bine înţeles Ја, aceleaşi rezultate. : 

'Luánd са parametri pe Ф, ф şi 0 şi însemnând prin T 
;iforía vie а proectilului şi prin © travaliul forţelor ce-i sunt 
„direct aplicate, ştim că ecuaţiile lui: Lagrange (pag. 254 şi 
256) sunt: : 


"OX NOTE OTI ж 

| АЕ (Di apicc dore 
doro ct O LU CL 

"05-5 or gU Op оф дф 

сту 0T_ ота 0% 

Dag — 3 = 50 


C5 D, fnsemneask că ве ia derivata totală în raport de timpul £. 

1%, Forţa vie. C fiind momentul de inerție al proeotilului 
în „jurul axului său și A momentul de inerție transversal 1), forta 
vie T are ca IR (pag. 840). 


3) Baportul. $ 


А. variază pentru proeotlle dela 5 la 10 


— ШИ — 


(3) 2T — A (p! + g?) + Cr? 
unde p? g? şi т? au următoarele valori сате rezultă din rela- 
fiile (1) şi (2) de mai sus: 


4) 24-42874 q/281n30— 27 (0 eos) — фә тдсовдвіпф) J- ^" (cos*i-]-s1n3d/60828) 
5). :3—d/505?0 -I-24//c080-]- o2 Ic P25m2051n29 — 2:1 nOsin Q(o!-4-U/co89). 


2° Travaliul elementar al forţelor direct aplicate. Forţele 
care lucrează asupra proectilului sunt rezistența R a aerului, 
coprinsă în planul de rezistență 2GZ şi aplicată în centrul de 
rezistență О, şi rezultanta F a frecărilor laterale care, după 
cum ştim, este perpendiculară pe planul 262 și aplicată într'un 
punct al planului de rezistență situat faţă de ax de aceiași parte 
са tangenta. Presupunând că proeetilul se învârteşte în jurul 
axului sáu dela stânga la dreapta, rezultanta F' are, după cum 
s'a explicat în capitolul precedent, aceiași direcție şi acelaşi 
sens ca dreapta GA din planul zGy. 

Travaliul rezistenței R. Rezistenţa R face cu axul GZ al 
proectilului un unghiu 6,, vecin de unghiul 0 pe care-l formează 


între ele axul GZ și tangenta Gz а ігаесќогіеі centrului de 
greutate. 


Fie GC = з. Momentul lui: R în raport de G este 
в R sin бү. 


Acest moment fiind perpendicular pe planul zGZ, este în- 
dreptat pe GA. " 


Unghiul 0, fiind mai mare decát 0, să punem 
0, — 0 2 6 
v fiind pozitiv însă foarte mic și variând odată ou Ө. Ca urmare 


sR sin 6, = sR sin (1 + р) 8 


şi, cum 0 este, mie, putem serie ы, 
-eR sin 6, = sR(l+yjo=ad ` 

punând pentru prescurtare - 

s(l+u)R=a. — 


e э apad mm rms CETTE m qi K le: 
ES : = x3 25 S 
Nm = 2 эдк. безнен ei чайнала» 
т==г 
Чучу сс час 
5 ас 
— 44g — 


Travaliul rezistenţei R în deplasarea elementară а proec- 
tilului, este egal cu suma travaliurilor pe care le dă R în cele trei 
rotații componente 90, др si дф. Ori, după cum ştim (pag. 25) 
travaliul unei forţe într'o rotaţie elementară este egal cu mo- 
mentul forţei în raport de axul de rotaţie înmulţit cu unghiul 
rotației. Cum momentele lui R în raport de cele două axe Gz 
(rotaţie 99) şi GZ (rotaţie òp) sunt nule şi, cum momentul în 
raport de GA (rotaţie 30) este egal cu momentul în raport de 
G adică egal cu að, rezultă că travaliul rezistenţei R în depla- 
sarea, elementară a proectilului are ca expresie 

(6) 26 20. 


Travaliul frecárilor. Rezultanta Е a frecărilor laterale este, 
după cum am spus, paralelă cu GA, rotația proectilului fiind 
presupusă ca având loc în sensul direct, adică dela stânga la 
dreapta pentru un observator culcat pe GZ cu picioarele în G- 

Momentul rezultantei F în raport de punctul G este deci 
coprins în planul de rezistență eGZ. 
Fie M punctul de aplicaţie al acestei 
rezultante şi BG axul perpendicular pe 
GZ din planul de rezistență. Să repre- 
zentăm prin GN momentul lui F în ra- 
port de б. Admiţând cu profesorul 
Esclangon 1) cá rezultanta F este pro- 
porțională cu viteza unghiulară de ro- 
tație o a proeetilului şi cu o constantă 
fizică k depinzând de natura suprafeții proectilului, putem re- 
prezenta cele două: proecții ше momentului GN pe GB si GZ 
prin expresiunile . 


Fig. 936. - 


koX şi uk: su 
A şi n fiind doi factori pozitivi şi funcții де 9. Ori, când 0 este 
nul, știm că rezultanta frecărilor laterale este un cuplu al căruia 
moment este îndreptat pe GZ/, neavând astfel componentă pe 
GB. Factorul à se anulează ‘deci odată сп 0; ca urmare, vom 


1) Mémorial de l'Artillerie Française, tome VI, 3-ө fasotoule de 1927, 
pag. 709 gi 717. 


sra 


putea pune À = «0, х fiind o constantă pozitivă. Ре de altă 
parte, cum @ rámáne totdeauna mic, momentul GN se depárteazá 
puțin de GZ’ aşa încât vom putea considera pe — k o f ca in- 
variabil si deci pe f ca fiind o constantă. 

Cele două proecții pe GB şi ре GZ ale momentului GN 
vor fi astfel - 

А Коа б şi — kof 
k, a şi 6 fiind trei constante, 

Pentru formarea expresiei travaliului forței Е în deplasarea 
elementară a proectilului, ne tre- 
buese .componentele momentului 
GN pe cele trei axe Gz, GZ si GA. 
Ele se află proectând pe kwa 6 
şi — ko pe fiecare din aceste 
axe. Obţinem, după eum se vede 
pe figură, 


Коа 0 sin0 — kw f созд pe Gz 
-kog  ,GzP | 
КО „ы УЛУ 
Cum unghiul 6 este mic, Fig. 237 


componenta de pe Gz poate fi luată ca egală cu 
k wa 0? — k w B 

înlocuind pe sin 0 prin 0 si pe соз Ө prin 1. 

Expresia, travaliului elementar va fi în consecință, 

(2 (k w a 02— ko p) 89 —ко 6 дф. 

Travaliul total. Făcând suma celor două expresiuni ($) şi (7) 
obţinem ca, travaliu total 8% al celor două forte R şi F care 
lucrează asupra, proectilului: 

(8) —86—a9950--(koa09 — ko) 89 —koOg. 

3^ Ecuațiile generale ale mişcării. Reluánd ecuaţiile lui 
Lagrange: х 


oT oT oc 
9) DS 9 = % 


эт OT д9 


= ДАГ 


să inlocuim în ele divergii termeni prin valorile lor respective, 
potrivit egalităţilor (3), (4), (5) si (8). 
Ecuația întâia. Avem, succesiv, 
QT _ A Xp?) LIU) 
Ану 
(ha) _ 2n 


y o, "ay = 2 (6 cos + ! — t sin 0 sin ф). 
Ins& 
10) ф cos 0 + e — т зіп Ө зіпф = r° 


şi, cum r este viteza unghiulară de rotație a proectilului în jurul 
axului său, adică w, vedem că 


1 ; òT. 
S) -2o, deci ap > Со 


gi, în consecință, 
oT do 
D, дф = 0 rr 
Observând apoi că 


EY =0 iar Se = — ko 
prima din ecuaţiile lui Lagrange ne dă 
(11) с 42... ков 
sau. ү i 
rd de LE pat 
de unde, integrând dela о la t, i 
o k: 
adică 
E gt w, 
®=ж єє C' = 
` GE 


Viteza, de rotaţie w descrește deci cu timpul t, însă foarte 
încet, din cauza marei valori a lui o, şi a micei valori a lui k. 
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Pe un аго de traectorie, variaţia. lui Ф fiind mică, e poate fi 
considerat ca constant. 
Dacă n'ar exista frecări laterale, Е fiind atunci nul, œ ar 
rămâne tot timpul constant și egal cu w. 
Ecuația a doua. Să considerăm acum ecuaţia a doua a lui 
Lagrange: 


p,2T 2T 
(y дф dy: 
Avem 
ОА) — 2 sin 0 (У sin 0+ = cos 0 sin $) 
8.005 — 2 cos 8 (V cos + /— 7 sin 8 sin4) = 2 o cos 6 
deei л ЖА t 
f кла cct 


şi, en în raport de timp, 

DT э = А [sin 0 (9! sin 0 + W' 6 cos 0 --т'' соз0 віп m 78! sinô sin 

4-9 cosdeos 4) --Ü'eost(V/cim 0-4 v THO Ocos6 42 — Casin 

sau LI 

D, = =А [зїп@ (Ф. sin 4- т" cost sinb y e ^ 'cos cost) + 20't/sinüeos0 
+7'0' sint (1—2 sin*6)] + Cos 7 dp CoU sin 

în саге vom înlocui pe С d prin — ko @ potrivit egalității (11). 
De asemenea 

apte = 27! (0 sinp + ф/ sin 0 cos 0 cos ф) — 27° 0 sin? 0 sin ф cos $ 

200 — 2.«' sin 6 cos (+ / cos 0 — v sin O sin 4) 


= 9 clo sin 0 cos 9 
deci 


A = A [s (0 sing + $ sin соз соз ф) — *' *sin? 0sin $ cos 4] 
— Ст'о sinÜ cost, 


Pentru valori mioi ale lui 0, putem înlocui pe sin prin 
0 gi ре eos 0 prin 1. Avem atunci 
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and 62-200 0/--0z" sin Q--c'(Osind--/0cos)—20*0'sinj]-K ed—Co80' 
si A A [7 (0' sin 9 + d^ 8 cos 9) — aa El poor ai= TONET ф. 

Cum, ín acest € ; 1 
2 = =koa?—kof 
ecuaţia a doua a lui Lagrange ne dă, după reduceri de termeni 
$1 simplificare cu factorul 0, 

(18) A(09"—20' 0) —Co0— ko20— A «' sin $4 

v (2 Авва C ecos ф) — A 0 T’? sin ф cos ф. 
Ecuația a treia. In mod analog, ecuaţia a treia ne dă, 
(14) А@ 7) EOu0U a.c cost. x (2A6%4'sinh 
+ Co зіпф) — A 072 sin? ф. 
Notă. In formă prescurtată, să, însemnă m prin 
r E,—0; E,=o, E, =o 


cele trei rezultate precedente (11), (13) si (14) la care ne-a 
condus aplicaţia ecuaţiilor lui Lagrange. 
Dacă în loe de aceste ecuaţii am fi aplicat pe acelea ale 
lui Euler : : 
A P.L (C CA) rg — L 
di 4 
пой 
A 4—(0—А)утр=М 
dr - T 
uad Ee e. Ot rash 
am fi obţinut ecuaţiile: 
-Ey sin Ф-- Egcosp— о : 
E, cos e — Eg sin p = o 
Eo =0. 
Cele două dintâi sunt'deci mult mai complicate, dánd.loc 
pentru stabilirea lor la caleule de: două ori mai lungi; ele se 


reduc însă prin combinaţiunea lor tot la 
Ey=o şi Eg=o. 
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II. INTEGRATIUNE PE ARCURI SUCCESIVE. 


1. Schimbare de variabile. Pe tangenta Gz a traectoriei 
centrului de greutate să considerăm punctul O .situat față de G 
la unitatea de distanță şi prin acest punct să ducem un plan Р 
perpendicular pe Gz. Fie M punctul unde axul GZ al proectilului 
întâlneşte planul P şi u, v, w cordonatele acestui punct ín 
raport de sistemul de axe бт, Gy, Gz. 

Avem, pe figură, 


OM=0G 006 за ОМ=6 
dat fiind cá OG =1 iar 0 este mie. Apoi, N fiind proeofia lui 
М pe planul zGy: | 
u= GNeos(, —ф) = ОМвіпф 
v = —GN cos 9 = —OM cos $ 


deci 

u= 0 вїпф, v——9 созф, w—1 
u 8i v fiind de altfel gi 
cordonatele punctului M în 
raport de axele Ou și О» 
din planul P, paralele cu 
Ga şi Gy. 

Să formăm suma u + iv 
pe care să o însemnăm prin 
2, litera i fiind imaginara y 

iu "Fig. 288 


Avem à 
oie nere eae 
şi, derivând de două ori, : Б 
z——i(oig +o tt (04—10) с 
г! = (Ө! oy io) it (0—49) ре? 
- [porc 20 y —i(o"—o y»] г“. 
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Inmulţind acum ecuaţia (14) cu i ṣi apoi scăzând-o din 
ecuaţia (13) obţinem: 
A [0 9 +20 q/ — i (07 —092)]—i (Со+2А т'@ sind) (80—20) 
4 (a+ikoa)i0=(cosp—isin ф)(— Сот А т! — Av?0) 


adică înlocuind pe cos ф — sin ф prin e~} și inmultind după 
aceea, toată ecuaţia cu eti, 
Az! —i(0o+2Avbsinţ)7—(atikoa)z 
= (Со + А 70 віп ф) 7 Ат". 
Această, ecuaţie diferenţială de ordinul al doilea, este iden- 
Чой cu aceia indicată de M. de Sparre în numeroasele sale 
studii asupra chestiunii mişcării proectilului în jurul centrului 


său de greutate. 
Cum practica tragerilor dovedeşte că în toate cazurile ra- 


portul TA este mai mare са 200, putem neglija ре 2A«0 şi 
deci pe 2A«'0 sin faţă de Co şi reduce astfel ecuaţia prece- 
dentă la, : 

(15) Az! — i Cuz! — (a + ikwa) z = — Cor! — АТ". 


2, Integratiune pe arcuri succesive. Ca și pentru caleulul 
elementelor traectoriei centrului de greutate, mişcarea axului 
proectilului se studiază pe arcuri succesive. In lungul unui ase- 
menea aro, vom înlocui pe a, tsi v" prin valori mijlocii. 
Ecuația (15) devine atunci o ecuație diferențială- cu coeficienți 
constanți care se poate integra uşor. 

Ea admite în adevăr soluţia particulară 

См’ + iA 

a 215 aF ikwa 

iar ecuația fără al doilea membru 

Az! — i Coz/— (a + коо) z = 0 
admite ca ecuație caracteristică 

Ar?— i Cor — a + ( a+ іо) = о 
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'din eare deducem 


1 
OT duel = es Сш! AA (a йна). 
Insemnând prin т, şi т, cele două rădăcini, diia! gene- 
rală a ecuaţiei (15) este prin urmare 


__ Cur! 4-1 Ar! 
~ a+ikwa 


PATET Вей 


A, şi В, fiind două constante care se determină, pentru fiecare 
arc, potrivit condițiilor mişcării în punctul de unde începe arcul. 


III. CAZUL CÂND FRECĂRILE SUNT NEGLIJABILE. 


Vom presupune mai întâi că frecárile sunt neglijabile; 
vom studia apoi modificările pe' care le ocazionează е 
în calcule a acestor frecări. r 


ih Soluţia mişcării. A neglija; pa este” а presupune 
pe k egal cu zero. Avem atunci ` 


a a 
{iCar r 
+ Biel 24 
Cum unghiul 6 dintre ` ax şi tahgentá 'este mie, mo- 
dulul lui 2 саге este „egal cu. lungimea OM, din. figura prece- 


dent trebue să rămână şi el mic. Ori, acest modul este suma 
geometrică a modulilor celor trei piti Гоша din expre- 


e t 


siunea lui z. Modulul exponenfialei ei As fiind egal cu unitatea!), 


moduli celor două din urmă părţi sunt egali cu”: ' 


ү 559, B ENG iAa— Qua 


dintre acești moduli E ‘deveni’ foarte mare: ёа ‚Чара, Pentru 


1) Modulul аралат este egal'ou unitatea, orloare ar fi х, © 


24468— 29 


2450 


ca să nu se întâmple astfel, trebue са această diferență să fie 
negativă, căci atunci exponenfiala fiind imaginară modulul se 
reduce la |A,| cantitate independentă de ż, cel de al doilea 
modul reducându-se şi el la |B,|. . 

7 да unghiul 0 з& poată rămâne mie, este deci necesar, așa 
după eum a stabilit M. de Sparre, ca să avem 


&4Aa—C'ot(o: 7 adică dala y 1. 


4Aa 
Dacă această condiţie este îndeplinită, atunci, cum 
‚С 
S к= Ж ох Уо? Аа 
sau | "^" TODA E Е 
; „Cw , Cw &Аа E 
: raige rige Vi "c 
vom putea scrie d x p 
‚С ‚С 
пі (1+), | теі (1—0) t 
punând pentru prescurtare E t > 
) ; i) 4Aa y : 
жолла : \ 
(16) e Ga 


Soluţia mişcării va fi în consecință 


4 i €^ (1—e) t 
(a2) ati А) дї pente Bu 9, ?) 


„poziţia axului rezultând astfel din CEECUOM unei părţi n ne- -pe- 
"riodice ` Р 


Cos y LAST 


Cash Г STER UV 


cu o parte periodică. - an 
Sa e —e) t 


Emm a Ае! озова) 


n 


:. 2. Determinarea ID de integratiune A, şi B, pentru 
„primul | arc de traectorie. Yom: : presupune că. Ја origina, mişcării, 
axul proectilului coincide cu tangenta traectoriei centrului sáu 
de greutate si, că. în. momentul imediat. următor gând., tangenta 
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. 


a început să se încline pe orizont, axul rámáne coprins::fh 
planul vertical al traectoriei, adică în pu .yGz. Presupunem 
deci că la origina mişcării avem: E - 

$—0o, ф=о,  f—0o, a= iye =o. 


In aceste condițiuni, ecuația (3): a mişcării în care facem 
şi pe k egal eu zero, ne dă 


— Ow Ө, = — Cor iai 
deci 0, = t si prin urmare: : з h? 
zo (boto — 0) ей — ie ox 


` Ori; ecuaţia (17) în РАХ élementele' a, şi "v! vor fi pri- 


vite са constante în lungul arcului considerat, ne dă: prin deri 
vare 


бо, i : „Cu 
(18) ZA igo +e ж О nigra - ee ак 1—9) 
Exprimánd acum-cá ecuaţiile (17) şi (18) sunt 09 


de AER inițiale de mai sus, obţinem, neglijând pe-a = an faţă 


де C и si luând 26 


on cele! două «ваші `. ee 


din T Pens 
= (А, +B) +e SR (4-8) 
sau, inlocuind pe A, +B, prin valoarea precedentă, 
—»%(1=г= )-*# A -B. 
Insă, potrivit egalităţii (10), avem ЫН 
eh nt ees 4 da. ч qui 


Qu 
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preeum de asemenea 


ANS Cu C! 2A 2A 


а < $Аа Св 1—4 Co 
Astfel, în definitiv, 
Co 2À.,. 2 
Aust Bine == ш Сыа: T 


Cu?) 2A 2A 1+ e 
=, d / 0 
У А -B- To iE ‚Аа Сав Co To 10 


egalităţi, din care rezultă, 
SC даа 


УП sit A d, de 
А Lip Cu” 1—9)" Пн 
"După eum se y valorile constantelor m şi B, "sunt 
mici, 6 fiind mare iar т, mic. 


3 . Studiul pártii periode. a mişcării axului. Partea pe 
mes a mişcării axului este, după cum am spus mai sus, 


{бе ao ico (4—s)t 
= Ауе = Bi e x» G 


Să däm lui to creştere At; Zo devine lE ба şi avem 


a iR O+). СЕС а-ә 
Zz + Ag; = Ае ‚е +В, e 
jr ife a —o)at 
e . 
Ori, dacă luăm pe At astfel încât 


‚ (19) $E 9) м E o) Ate адн. 


fa + Az, devine: ; 
‚С ‚С К, 
ig? eat [ ist 2km ii 

Ae z d : 


za +Â% ee „e 


ны] 
1€ 


gi, cum : АМ 
2 kx i 
e = cos 2 kr +i sin 2 т = 1 


vedem că paranteza, este egală eu z, aşa că avem 


‚Со 
Zo + Ag, = 2. е ia alt —9) a 
Modulul exponenfialei fiind egal 
cu unitatea, modulul lui z,- Až, este- 
deci egal cu acela al lui z,. Astfel, 
după o creştere a timpului £ eu va- 
loarea, At dată, de egalitatea, (19) adică 


modulul lui z,, adică distanța punctului г, la punctul гү cores- 
punzător párfei neperiodice a mişcării axului, redevine acelaşi. 
Modulul lui z, se reproduce deci periodic după ori-ce creştere a . 
timpului cu valoarea 


Pe de altă parte, argumentul lui z; + Az, fiind suma ar- 
gumentelor. celor doi factori componenți este egal, după o 
perioadă T, cu argumentul lui z, mărit cu argumentul factorului 

‚ Cw 
3; 0-9T c : я(1—) 
: ZA ( °) саго este БА (1—з)Т adicá "29 . 


е 
Evistä deci o dublă, periodicitate în timp și în spațiu: Astfel, 

după ori-ce creștere a timpului t cu valoarea T, modulul lui Za 
n oa А n (1—:) 

redevine a:elagi iar argumentul său orește cu cantitatea — ci 


ТАБА S 


Pentru а ne da seama eum anume variază modulul- lui -z3 
pe timpul unei perioade T, să-i- determinăm valoarea. In acest 
scop, punând: pentru prescurtare, 

Cu i Sou Cu 
Се (1—s) t=e iy Р 0—9 = у 
putem вегіе j 
2» = A, +B, e — (А, cosa + В, eos y) + (А; sina By um 
Patratul modulului este deci 


0? = (Á; соз + Ев, cos y)? + (А, sina ВЫ sin Vp x 
adicá S 
p аш: En Serio -y) 


Ir boli 


Р we P 


sihi е 5? з-- île 
ре altfel, potrivit expresiei 0) css dui 
"între limitele > Г ay 


sibol S st Siuh e! 


ЧА, nr E DU SM lr Bj 


{е = 


unà "inte 'ele corespiinzând la 'mâxinătl Jär cealaltă lă minimul 
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lui p. Reamintim că pe un aro de traectorie valorile lui: A, $i. 
B, sunt constante, însă ele variază dela arc la аге. 

Prin punctul z, să ducem axele zw, şi 2; v, paralele cu 
Ou si Ov. Din cele de mai sus rezultă, că în raport cu aceste. 
axe antrenate în deplasarea lui 2, , curba descrisá de punctul: 2; ,. 
adică de punctul M al axului proeetilului : (fig. 287), în jurul, 
lui 2, are, pentru un. arc de traectorie una sau alta din cele 
două forme aei indicate. 


Viteza de precesiune. 85 АРЕ viteza, unghiulară, de 
rotaţie a punctului z,, în jurul lui.z, y adică viteza de precesiune. 


Valoarea, mijlocie n a acestei viteze 'este' egală cu creşterea, ar- 
pons lur iu a: d пора T; divizată prin T. Deci 


m 


4Aa 
și cum С ^ 


aga încât avem ‚Йен gnis 
sibiene у „с €9.2A4. 4:5. .2 
OU TET 2 Соза Се pipe 
Viteza de "reoasiune are deci acelagi sens ca rotația proec- 
tilului în jurul axului său. Cum de obicei ghinturile ţevilor de 
tunuri se rásucese dela stânga la dreapta pentru observatorul care 
le priveşte dela culată, rotația proeetilului în jurul axului său este 
văzută dela dreapta la stânga, pentru observatorul culcat pe acest 
ах eu. picioarele în G şi eapul în M. Deci о este negativ; 
n fiind si el'atunei negativ, observatorul culcat pe paralela dusă 
tangentei din punctul zı, en picioarele în z,, va vedea rotația, 
lui z,.fn jurul lui е са Având loe în sensul dela o, spreta, 
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adică tü^planul v, z, Us: aşa cum merg acele unui ceasornic. 
Acesta este sensul. mişcării precesionare. 

Poziţia punctului 2, şi deci a axului Ge, find variabilă, 
acest ax în jurul căruia, se învârteşte axul proectilului poate fi 
privit са “un ax instantaneu. de rotație. D-/ Esclangon l-a de- 
numit az instantaneu de precesiune, = ' › 
^^ Dacă” înlocuim pe a prin expresia. sa cunosentă 


а= (1 +0) (15-6) оф) 
obținem... 
аа a UD O 

Pentru! proeetile identice, trase: în ent cm însă eu 
viteze de rotaţie w diferite, vedem că viteza de precesiune este 
cu atât mai mică cu cât viteza . de тоне o @ загони este 
mai тате. 

In cursul mișcării pe traectorie, viteza de precesiune se 
micșorează odată cu F(v) şi deci odată cu v, trecând astfel 
printr'un minim, însă aceasta, nu în punctul de viteză minimă 
de ре traectorie ci puţin mai înainte, căci trebue ţinut. seama: 
şi de variaţia coeficientului’ balistic / с саге depinde după cum 
ştim de A(y) si este mai mie în apropierea vârfului decât la 
origina traectoriei. «4 H л 2 

Pentru à compara fntre ele vitezele de precesiune ale 
proectilelor de calibre diferite, vom aduce o modificare de formă 
expresiei lui » după cum urmează. sa tjoni кэп 

Fie v, viteza inigialá.a -proeetilului, | cbe p 
rilor беті și а calibrul e ei. стеу egalitatea ): 


1) Dacă OH este pasul ghinturilor presupuse heltooidale şi 
'OD desfășurata ghintalui dintre:0 și H, avem HD = ma, şi 
ОН. == та, eotg m. Ori, timpul t pe care îl pune proectilul ca să 
: „ajungă din О in Н în linte dreaptă este egal cu timpul dare оо- 
08 p.„Pespunde unei invârtiri, otroulare compleote, deot 
Fig, 241, " 


зч" 


OH == "а ло, оош m "unm = = dn. „de unde u == 77028 ai 


4 
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luându-se înaintea, membrului al doilea semnul + sau — după cum 
® este pozitiv sau negativ, 


Pe de altă parte, însemnând prin p, raza de girafie a 
proectilului în jurul axului său, putem pune C = Tp. Inloeui-' 


теа lui о și C prin aceste valori ne dă 


n= ъа (+0 р F (v). 


2 gj? v ign 


Cum cantitatea, sa, айты +»), 


este sensibil constantă pentru 


proeotilele asemenea 1), această formulă arată, că pentru acele 
proeetile, la egalitate de înclinare a ghinturilor si de valori de 
viteze v, şi v, viteza de precesiune variază proporțional cu. 
coeficientul balistic al proectilului, sau invers proporțional cu 
calibrul său?) Astfel, viteza' de precesiune a unui proectil de 
400 m.m. calibru ar fi de 50 de ori mai mică decât aceea 
a unui glonț de puşcă de 8 m.m. în n de egalitate a 
elementelor 1, v, şi v. 

Pentru proectilele de câmp, în олш lor obignuite 
de tragere, valorile lui n variază între 3:31 4 (eircà !/, fnvár- 
tire pe secundă). Pentru proectilele. de mare calibru, valorile lui 
m sunt mai mici, astfel, pentru proectilul de 400 m.m. valoa- 
геа lui n este vecină de unu (circa 1/6 învârtire pe secundă). 


i ^ = 


1) Pentru proeotilele uzuale, valoarea acestei cantități nu diferă mult 
de 8 la 10 (Esclangon). 


3) Coeficientul balistic fiind 


1.101901 alai dar EST EET Ae os SX ata Gai) 


vedem, că lăsând la. о parte pe ФА, acest сооћо\епё variază invers propor- 
фопаї ou^ (5 ;) rion care cnraoterízonzi шг ойшы | ‘unitatea 


dé secţiune și este deci proporitonal ou' а : ' 
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` & Studiul părţii ne-periodice. Ştim că . această . parte ` este; 


Coq i A ul 
жесе — © 
М Denim Drm 
cordonatele.punetului z, fiind | TK 
Со у Mares! v А" Tr FAT T 
у= A y 92. 0р == a Ly TR LL Ere 


Putem demonstra cá raportal 7 s este, totdeauna foarte mie, 


cu alte cuvinte că punetul ži nu se depinta decât prea patin 


de axul Ou. Avem, .in:adevár;.; ·: XA 
i req Шо пай SOA Medion LU aite 
QI - iud Suri Саат unte тте ай etit 
însă (pagi. 79). icem sedeo HN eve з inn 
so cog E a zu 


i Poret de n 9,008, | 


şi derivă, d 


0^9 fU qu t Sem en 
=a d sin t 4- v! ов), 
ои S rr 4 
sans онна pe cos c: prin а si. cx ч doric) gaini), 


ERY 


IE 


deci! 


qu . ede es 


D. 
Egalitateà aceasta aratá cá raportul 2 it w adevăr 
M SU, dares D 


“foarte mie de oare-ce atât factorul & cât şi celălalt factor sunt 


шісі. Rezultă atunci că azul instantaneu de precesiune se de- 


у — E = — С ке), -) sin тве e oboe proectánà accelera(ia 


4 


cor de greutate pe tangenta irseotorlel ne presupunând rezistența ae- 
rolui tangențială, 
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păriează numai, foarte puţin de planul perpendicular pe ДЕЙШ 
traectoriei dus prin tangenta: la tracctorie, 

‚Ре de altă parte, o și 7! fiind totdeauna negativi, " 
este totdeauna pozitiv, deci azul instantaneu de precesiune ве gä- 
sește în ori-ce moment la dreapta ip ‘de tragere... 

La începutul mișcării, raportul I fiind pozitiv potrivit e- 
galităţii (22) iar œ negativ, egalitatea (21) arată că u, gi v sunt 
atunci de semne contrarii, adică v, este negativ. - 

Semnul lui v, se sehimbá apoi odatá cu trecerea i m 


prin valoarea zero, care. arè 10е -potrivit egalităţii (23) їп 
punctul de pe traectorie unde at 


2 sin 0597 F (0) =0,. =: 


Acest punct se găseşte situat între, vârful traectoriei ` şi 
punctul de;:viteză. minimă, căci pentru acesta „ştim că 


Tirdia 


sin.t + E(v) —0. .. 


La infinit, adică; atünei-eánd t 5, avem т==о şi 


са urmare“r!! == o, deci ш — 0 si v 

precesiune ЖЕЕ atunci cu tingenta, i 
Depărtarea axului- instantaneu 'de: precesiune de planul de 

tragere. Cum v, este "totdeauna foarte mie, variațiile acestei 


depărtări sunt sensibil. egale | еш. variațiile lui u, în timpul 
mişcării. 


ü Axul instantaneu de 


Ori, ţinând seama cá Su РЕ СЫ. 
t ? E PG z Ae EANO j Y 
n—c 0 т = 
putem serie 5 Mise PES Bine оу 
24) гулы Со me. д сова E 
Ы ( ). Ш QM "GE EET ss 


„și egalitatea aceasta, stabileste : mai . întâi: Ж KOY este, totdeauna 
mic, Spre „exemplu, in. oon traeotoriei. unde T= О, dacă п = 4 


s v 7,800 атеш ш == 5 (luând. 9 == 10) ceea ое eorespunde ; BU 
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un unghiu de circa 80 de minute. Pentru proectilele de calibra 
mare, ştim că n are valori mai miei și se pot obfine 4 la 5 


grade; astfel, în cazul n=l şi v =]150, avem ш = 


care “corespunde. la circa 4 grade de unghin. 
| Să Tum £ acum, „derivata ш u. Scriind 


1 
5 valoare 


y 


u = 


3 4 


obţinem prin:derivare ` 


însă 
deci . 
B [БУЫ > nil su +p) 
"ga Pes iv Fi) = FO LR (o) 
şi substituirea acestei valori în expresia derivatei ui ne dá z 


таш т FE (w) y vE (0) os statiei 
ni dt is n F (v) 


v vn: far e era 
HEP nint их З [23 e оине" 
Tinánd aeum seama dé cele două egalitáti. cunoscu 


x =н sin eer д 


y up) Lg ain 
derivata devine s орай ui 
du, | ib ceo F (9) +o ө F (7) 4- gsin s) ] 
dn gsint жей (®) + FQ). С, v) gsn 


sau, punând v үш т, 


+ 


du A i. [(m--2)g sii c (m + e]. 


"Oum vj este totdeauna pozitiv, sefünul dérivátel ` depinde 
de ; bela 'al'termenulai: e între! soia, "Ori, la Incepatül 


mişcării. acest térmeh esto "pozitiv; du și fiind ` atunci pozitiv; u, 
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creşte și această creştere se urmează DX in punc de pe 
traectorie unde | 


"——— it 


sau А 
т -+ С с. 
: (сї) #200) — o. 
Cum, огі-сате аг fi valoarea lui m, avem 
m + 2 
2) mt m 4-1 ? 1 


se vede că acel punct este eoprins între vârf și punetul de vi- 
teză minimă; valoarea, lui ш este atunci maximă, apoi uj des- 
crește şi după cum arată, egalitatea (24) valoarea lui tinde către 


zero când т tinde către — P adică la infinit. 


б 5. Rezumat, Rezultatele presedente pot fi rezumate în felul 
următor: - 

1). In cursul mişcării în aer, алий proectilului se învâr- 
legte în jurul unui ax trecând prin centrul de greutate gi 
denumit a instantaneu de precesiune, си о viteză unghiulară 

a : e 

2). Depártarea unghiulară dintre axul proectilului și axul 
de precesiune are variaţii periodice duble (în timp şi în spaţiu). 

3). Axul de precesiune rămâne necontenit la dreapta pla- 
nului de tragere, pentru tunurile ghintuite la. dreapta; el nu se 
depărtează decât foarte puțin de planul perpendicular pe planul 
de tragere dus prin tangentă și i tinde la limită către tangenta 
traectoriei. | i 

4). Depărtarea unghiulară dintre cm de precesiune gi 
planul de tragere este totdeauna mică; această depărtare este 
maximă pentru un punct situat între vârful irasctoriei și 
punctul de viteză minimă." 


à 6. Notă. In mod geometrie, studiul mişcării axului proec- 

tilului în raport, de tangentă se poate face în felul următor: 
Proeetilul se comportă în aer ca un giroscop mare şi greu. 

Dacă tangenta GT ar rămâne fixă în spaţiu, am putea atunci 
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să determinăm în mod cwpeditiv mişcarea axului său prin apli- 
cajiunea, principiului giroseopie despre care am vorbit la capi- 
tolul mișcării unui solid în jurul unui punct fix si pe care l-am 
aplicat mişcării sfârlezei wiroscopice (pag. 375). 

Reamintim, că principiul. giroseopie constă în a admite că 
momentul cinetic, adică momentul cantităților de mișcare, coin- 
ойде cu axul proectilului când proeetilul se învârteşte cu o foarte 
mare viteză în jurul acestui ax. ^. , 

Fie, după cum arată figura; GT tangenta traectoriei, GZ 
“direcţia axului şi R rezistența, aerului aplicată, in. punctul C si 
conținută după eum ştim în planul TGZ. ип dum 

+. Qum o este negativ (ghinturi răsucite dela stânga; la dreaptă, 
„privite din spatele .. proectilului) momentul 
. cinetic Со este aşezat pe porțiunea negativă 
ti a axului GZ; fie ОК vectorul 'său reprezen- 
tativ. Dela teoremele generale ale Dinainicei 
“ştim că viteza punctului’ K éste egală cu 
' 2" momentul forţelor care lucrează asupra pro- 
"eetilului în raport de punctul G, considerat 
ca fix. Cum momentul greutăţii în raport de 
G, este nul, rămâne ca moment numai acela 

- “al rezistenţei -R care are ca expresie Е 8,0, 
adică Rs (1+u)0 sau аб, acest moment fiind 
„perpendicular pe planul TGZ şi îndreptat in 
` . sus de plânul figurei, pentru ca direcţia dela 
AY T e la R să fie văzută dela stânga la dreapta. 

Fie acum KV viteza punctului K, egală si paralelă: cu 
“momentul a 6 al rezistenței R. Această viteză tinde să învâr- 
tească punctul K dela :stânga la dreapta în jurul prelungirei 
GK a, tangentei 'şi! deci punctul О dela dreapta la stânga în 
jurul tangentei GT. Viteza de pmecesiune, adică viteza unghiu- 
lară de.rotafie a axului GZ în jurul tengentei, ате deci același 
sens ca rotația proprie. proectilului în jurul anului său., Dacă 
însemnăm prin n valoarea acestei viteze, avem pe figură 

 RVaKH.n= ОК. 0. n9 00.0.9. 


Fig. 2020 
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şi aplicația teoremei de Dinamieá ne dă: 
"Oz, gb дол, E НЧ Co.b.n=a:d 


de unde ^ — : i IS 


o 


Co. 


"Dacă tangenta Gu ar Fă fixă in, spaţiu, după, cum s'a 'pre- 
supus, axul proectilului s'ar învârti deci necontenit, їп jurul tan- 


cT ca sfârleaza in jurul: verticalei, cu viteza de precesiune 

Gr. Cum însă tangenta se înclină pe orizont cu viteza. un- 
"Y a D Ud pad i GI PM DE 1 

ghiulará AS Eo 


ерше să i. combinăm mișcarea; de rotaţie a cc în jurul tan- 
gentei cu această mișcare de ínolinare. 

Oa și în figura 238, să considerăm pe уйу GT cum 
"0, „situat la distanța. de 1. de G, și prin acest punct sá ducem 
un plan perpendicular, ре. tangentă. Fie, în acest. plan: Ov, per- 
pendiculara ridicată pe.. oT, „conținută, în. planul ; „rertical al tra- 
ectoriei şi. îndreptată în sus; Ov ,, orizontala perpendiculară. pe 
planul ТО». şi îndreptâtă spre dreapta, ; Axul иШ intál- 


я ©з Gi 53 1902 { 
neşte planul eff întrun punct ОМ. Să, etann in Am în (mod geo- 
„metric, mișcarea. .acestui punet, în. raport de axele Ou si Ov:con- 
siderat ca fixe, ţinând socoteală, de înclinarea tangentei ES pe 
orizont, 

- Mișcarea, punctului” М planul u Ov 'fiind о mişoare re- 
lativá, viteza ei este rezultanta vitezei de rotaţie a lui M. în 
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jurul tangentei şi a unei viteze egală şi direct opusă vitezei de 
antrenare a acestui punot, când el participă la mişcarea de ro- 
` taţie a planului u Ov în jurul orizontalei Өш, mișcare deter- 
minată de înclinarea tangentei. 
Viteza de rotaţie în jurul tangentei este un vector MV 
perpendicular pe ОМ, conţinut în planul vOv şi îndreptat în 
jos, de оаге-се rotația in jurul lui GT se face dela dreapta la 
stânga; avem Е 


МУ =0М. n 
m fiind viteza, de precesiune Ge 
Ww 


Viteza de antrenare a punctului M în rotația planului u Ov 
în jurul orizontalei Ош’ este şi ea confinutá їп acest plan fiind 
paralelă cu Ov; fie ME vectorul ei reprezentativ. Valoarea a- 
cestei viteze fiind sensibil egală: cu. aceea a punctului О, 
putem scrie : o 
E ME-GO, T=% ; 
căci GO este egal cu 1. Compunerea vectorului MV cu vectorul 
ME! egal şi direct opus lui ME ne dá un vector MY! care re- 
“prezintă viteza, relativă a lui M în planul «Ov. '^ ^ ^ 

^ Din punctul M să ducem acum perpendiculara МО’ pe 
МҮ". Cele două triunghiuri O MO! şi V МУ’ fiind asemenea, ca. 
având unghiurile egale, ne dau 
| оо OM OM 
yvi MV MV 
de unde rezultă, observând că ҮҮ! = МЕ =", 


OM X Ce, 
00'= VV. у= а" 


MV! — OM. S OIM, n. 


Aceste două egalitüi arată că, în fiecare moment, viteza 
punctului, M este aceiași ca viteză pe care ат avea-o acest punct 
dacă s'ar îmvârti în jurul punctului О! de pe axul Ou cu viteza 
‘de precesiune пе "wi Г A 

. De altfel, OO! =u, adică, egal ou:z, când, зе . neglijează 
ordonata тү, . У гелим : X 


Y 
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1V. DETERMINAREA MIŞCĂRII AXULUI PROECTILULUI PE 
TOATÁ INTINDEREA TRAECTORIEI. 


Pe întinderea, ori căruia dintre arcurile in care dividem 
traeotoria centrului de greutate al progetilului, după principiul 
ştiut (pag. 433) poziţia axului proectilului este determinată de 
valoarea е = ш + iv саге are ca expresie 


П Fi n 
(25) «= ТЕА A eP Bet! 
unde 
n=i S (1-9) n=i (1—6) 
4 Aå 
T 


în care expresie, t’, т” şi a reprezintă valorile mijlocii ale 
acestor elemente din lungul arcului considerat iar А; şi В, va- 
lorile ce rezultă pentru aceste constante din cunoaşterea condi- 
{ог iniţiale care corespund originei fie căruia dintre arcuri. 

Astfel, pentru primul are de traectorie To la ту, calculând 


ў à x Da F DA 
pe v, apoi -înlocuind ре т prin э 28 : we 


şi pe:v prin 
formulele cunoscute ' Ж : 


FEET IA w= (L) [+ 7 70] 


v 


a=s (1+) T-c FG) ; 
obţinem valorile mijlocii ale elementelor т, 7” şi a, apoi, dac: 
spre exemplu condiţiile iniţiale ale mişcării sunt acelea specifi- 
cate la рар, 451, adică 
5 % = 0 şi „= x =O 

se determină valorile constantelor A, si B, aşa după cum sa 
arătat la aceea pagină. 

In expresia, elementului a intră valorile! cantităților s şi А 
Pe acestea nu le cunoaștem însă аза cum аг trebui. Ele (зе poti 
24468. — 30 
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determina experimental їп tunelurí aerodinamice pe forme omo- 
tetice proectilelor avute în vedere. Nu s'au făcut însă până azi 
experiențe decât cu viteze de cel mult 30 la 40 metri, așa 
că pentru vitezele superioare suntem nevoiţi de a păstra, pentru 
s şi V aceleași valori, considerându-le astfel ca constante pe 
toată întinderea traectoriei. Și vedem prin aceasta un exemplu 
când experiența s'a lăsat întrecută de teorie, în loc de a o în- 
soți și a o ajuta. 

Odată determinate valorile lui z din care rezultă u şi v, 
pentru primul аге de traectorie, se trece la arcul al doilea т, 
la т, în felul următor: 

La, sfârşitul primului are se calculează atât valoarea 21 
cât şi valoarea, 2, care vor servi amândouă drept condiţii ini- 
tiale pentru arcul următor. Pentru determinarea lui z', se deri- 
vează relaţia, (25) considerându-se т, т” si a ca constante. 

Valorile lui z pentru arcul al doilea urmând a fi calculate 
prin formula, ptr 


(26) 22 = (em E е ), + А,е » ar Be ы : ; 


valorile mijlocii ale elementelor 7, 7” si a, care trebuese intro- 
duse în această formulă, se vor determina tot astfel cum s'a 
arătat pentru primul arc, noua valoare a lui a permiţând apoi 
de a calcula pe т; si r,. Rămâne să determinăm constantele 
А, şi Ba. 1 : 

Pentru aceasta, vom egala valorile z, şi 2, dela sfârșitul 
areului întâi, cu valorile date de relaţia (26) şi de derivata ei 
pentru 2, gi 2/, când facem pe f egal cu zero, adică socotind 
timpul pe arcul al doilea, cu începere dela origina t, а acestui аго. 

Obţinem astfel egalitátile 

а= = t das) -- A; 4- B, 
şi 


zi = Ат + Bom, 


din care rezult valorile noilor constante А, si Ba. Şi asa 
mai departe pentru toate arcurile următoare, 
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Оа o primă aproximaţie, putem începe prin a calcula 
mişcarea axului instantaneu de precesiune. Aceasta, rezultă din 
determinarea, valorilor 

- Cox! + Ат! 
&-———4 — 
adică 
Cur! ; Ar! 
Ш = mcs5 SLE Um —— 


v, fiind aici extremitatea, axului în chestiune. 

Cât despre figura geometrică a curbei descrise de extre- 
mitatea 2 a axului proectilului în planul axelor cordonate Ош 
şi Ov, rezultă din cele arătate până aici, că această, figură este 
constituită dintr'o serie de spire îmvârtite în jurul extremității 
zı а axului instantaneu де precesiune, ordonata v, а punctului 
zı fiind foarte mică iar abscisa th, pozitivă pentru tunurile 
ghintuite la dreapta, crescând necontenit рйп% în apropierea 
punctului de viteză minimă àl traeċtoriei, după сате u, descrește 
și tinde la limită către zero. +. 

Dacă la începutul mişcării, axul proectilului , coincide cu 
direcţia tangentei, spirele încep bine înţeles. din origina О. 


V. STABILITATEA PROECTILELOR PE TRAECTORIE. 

"Se zice că un proectil are stabilitate ре traectorie când 
unghiul 6 dintre axul proectilului şi tangentă rămâne mic în tot 
cursul mişcării. Artileria nu utilizează de altfel decât proeoctile 
care satisfac acestei condiţii, căci dacă unghiul 0 nu ar rămâne 
mie, proectilul nu sar mai putea prezenta cu vârful înainte în 
punctul de cădere, precizia -tragerii аг suferi iar bătăile sar 
miegora fiindcă la valori mari ale unghiului Ө corespund şi rezis- 
tenfe mari din partea aerului. 

După eum a stabilit: M. de Sparre, pentru ca unghiul 6 să 
rămână mie, este necesar са să avem în tot cursul mişoării 


(pag. 450) ; | 
C? uà : 
qn . tx s 
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inegalitate !), care mai poate fi scrisă înlocuind pe a prin ex- 
presia sa (1 -- р) s сЕ (0): 


IL Uu ере 
У їр ЖЕ СЫ? | 

sau încă, dacă înlocuim și pe c şi œ prin expresiile lor cunos- 
cute si anume (pag. 423 şi 456) 

UL Us. cn Pug 

CDD) Qd - Ox 

unde a, reprezintă calibrul ресниц iar 7 солта ghin- 
turilor: ; З 


C g0? lg? q 


Q9). КУАНУ ам ТАЕ ЇЙ ie 


Această inegalitate trebue să aibă loc, după cum am spus, 
în.tot cursul. mişcării proectilului pe traeetorie. Avem însă de 
observat, că dacă inegalitatea are loe la începutul mişcării, ea 
are loc si mai departe. căci în lungul traectoriei productul А F (v) 
rămâne tot timpul mai mie decât A, F (о0о). Inegalitatea prece- 
dentă, în care înlocuim pe AF (v) prin A F (vo) ne procură 
deci o valoare minimă pentru 1-51 deci pentru viteza de rotație 
w a proectilului necesară stabilității la origină. 

Acestei stabilitáti i s'a dat numele de stabilitate esențială. 
Ea asigură proectilului o mişcare cu vârful înainte pe primele 
elemente ale traectoriei. 

Mai putem observa, că pentru un acelaşi tun si proectil, 
‘adică pentru aceleași valori C, A, зі 1, dacă modificăm viteza 
inițială шу, cum avem aproximativ F (v) = ßv?, B fiind о con- 
stantă, raportul кру по variază mult, aşa că potrivit inegali- 


tății de mai sus: dacă nu există instabilitate la origină pentru 
о viteză dată, nu va exista nici pentru o altă viteză inițială. 
‘M. de Bparre a căutat a preciza valoarea optimă a lui o, 


1) Această inegalitate se aplică și probleme! stabilității efürleali. 
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în cazul când condiţiile iniţiale ale mişcării sunt acelea ре саге 
le-am specificat la pag. 451, adică "ed 
6=o0, = i pee 
5а  reluám egalitatea 


. СЕТА ФА, Авари 


unde тү şi 7; тщ în factor pe i. Dacă neglijám, după « eum 
T 


ў 


аш mai fáeut, ре -A — r faţă де! с» 3c 


-modulul lui z € mai mic деде з suma 
celor trei moduli ) 


$a |м| si i Tt 


се Fig. 245 — 
v fiind o cantitate pozitivă pentru 
tanarile ghintuite la dreapta (o și v amândoi negativi). Fie d 
această sumă, adică 
Caelo ЕЕ. | 
Să considerăm primul arc de traectorie. In condiţiile ini- 
tiale de mai sus, putem înlocui valorile mijlocii 7 şi a prin то 
şi a, iar pe de altă parte modulii. ТА şi |В, | USC că au са 


ехргезїї: 
e 1—e Me ЗАЗ 1+ 
А | ogra i lB |- t roca: 
Făcând aceste înlocuiri, avem ca valoare a lui d pe arcul 
considerat: : i 
Co 1—s,1-ca]. 
d 7 [Se irri exu =] 
adică 


ФА 1-8 
d=% Ser oa Ta 


Această valoare depinde de w, оќої e esto funotie de a: 


DO) уу йе 
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Ori; modulul lui z măsoară amplitudinea unghiului 0 pe 
care-l formează axul proectilului cu tangenta traectoriei. Deci, 
valoarea lui e care asigură lui 0 cele mai mici amplitudini pe 
prima porţiune de traectorie este aceea care face pe d minim. 

Să căutăm acest minimum, luând însă ea variabilă inde- 
pendentă pe s; valoarea lui w va rezulta apoi din aceea găsită 
pentru s, 

Din relaţia (x) deducem: 


Co 4A А 
Pata 9 (caz yaa 
Tinànd seama de egalitatea (8) expresia lui d devine 


$ 2А irs 
а-а ә 


iar înlocuind acum pe ст 1 z prin expresia ва (y): obţinem 
CE A ursi 
9V à үт 


Minimul lui d depinde după eum sé уеде de minimul fone- 
tiei de s: 


1 1 
7 (e 8) = тә. + e) 
& cărei prim& derivată, fiind ЕЕ 
(282—1) У1 += 
(ву M t 
Ja sara yt 


м . ^ * ’ . m А 
ne dá, prin egalarea,ei.eu zero şi având. în vedere că s ni poate 
fi negativ, 


SENA 

. i ' - 2 

# 'prin urmare ; 
C22 4 

(80) ; An 73 


relație din care rezultă valoarea lui w, care asigură unghiului 0 
pe primul ато de traectorie o amplitudine minimă. 
Acest rezultat datorit lui M. de Sparre corespunde cazului 
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când condiţiile iniţiale ale mişcării sunt, după cum am spus: 
8, — 0, 9, — pp = din care rezultă == 7. Totuşi, experienţa 
probează că valoarea, respectivă a lui w convine pentiu toate 
cazurile normale de tragere. 

Potrivit celor mai sus arătate, valoarea lui ® care rezultă 
din egalitatea (30) asigură nu numai la ineeput dar in tot 
cursul mișcării condiţia ` à 

Сз 
Ix Dle 


Această condiţie fiind însă nuimăi ñecesàră dar nu şi sufi- 
ficientă pentru stabilitatea, próéetilului pe iraectofie, vedem că 
valoarea definitivă de adoptat pentru © care să convină titiregăi 
traectorii iămâne tot ne-précizatá. Putem totuși deteiinină un 
intervăl in сате această valoare urmtază să fie aleasă, în felul 
următor: 

Fie e, valoarea саге rezultă аш egalitateă (30). Să com- 
parăm proeâtilul în cauză eu un proectil omotétié de aceiâși 
putere balistiăă, şi reeunoséut la trageri са având o bună stabi- 
litate pe traectorie. Fie 9 depărtarea maximă a axului instan- 
taneu de precesiune de planul de tragere pentru. acest proectil, 


egală de altfel cu E v, a si т réferindu-se la punctul de? pe 
tràectorié ейгё corespuhde lui 8. Considerând pühetul similàr 
pentru proeetilul celălalt, eu vàlorile respective ale elementelor 


С, a şi т, egalitatea 

E EP i) 
пе va da o valoare i care este viteza de. rotaţie pe саге àr 
trebui să ò aibe proectilul în cauză pentru са depărtàrea maximă 
a axului instantaneu de precesiune de planul de tragere, pentru 
acest proeetil, să fie egală cu 8. Intervàlul їп chestiune este 
atunci intervalul dintre w şi %, în eate, după O discuţiune, sau 


1) Sau Tai) peria) E [o] = ð, dacă triloculm pe «^ a реа (рй СЫР 
d cost 


siile lor: 4^ = — gi sea (1 -- к) LoF (v), m find темы е согев- 
punzător дер ни aram și v viteză iv n 
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prin comparaţie cu alte proectile analoage, se va, alege pentru 
w valoarea cea mai convenabilă. 

Observaţiuni. Inegalitatea (28) arată că pentru un tun dat, 
dacă se utilizează proeetile din ce în ce, mai lungi, cum raportul 


2 5 a A tepi 
02 desoreşte atunci neîncetat, primul membru al inegalitátii 


desereşte si el, si, când încetează de a fi superior unităţii se 
intră în domeniul instabilității. Mărirea greutăţii proectilului 
grăbeşte şi ea atingerea acestui domeniu. 
„Pentru stabilitatea proectilelor foarte lungi este deci nece- 
sar ca viteza de rotaţie o să fie foarie mare, însă, o asemenea 
viteză, bună la origină, este mefastă în cursul mişcării, căci 
depărtarea maximă a axului instantaneu de precesiune de planul 
de tragere, care este proporţională cu о, devine atunci prea 
mare. Se pot însă concilia aceste două condiţii contradictorii 
creându-se frecări artificiale pe suprafaţa, proectilului, care să 
aibe са efect de а micşora treptat valoarea iniţială a lui o. 
„In cazul proectilelor alungite prin ndăogarea unei cóafe 


Е ` Се ЫЙА б - a с " 
goale, reportul "A Variază puţin, însă 8 creşte, căci, prin adăoga- 


rea coafei, centrul de gréutate se” deplasează în lungul axului 
mult mai puţin decât centrul de rezistenţă. Greutatea ра pro- 
ectilului rămânând sensibil aceiaşi, rezultă în cele din urmă 
„potrivit inegalității (28) că pentru stabiliiatea lor esentialá, 
proectilele coafate au nevoe de o viteză de rotație o. mai mică, 
decât proectilele pline de aceiaşi lungime. B 

M. de Sparre, in numeroasele sale lucrări, s'a ocupat БИ 
de influenţa diverselor defecte ale proectilului asupra stabili- | 
арі: Astfel, dânsul -a putut demonstra că neregularitátile mis- | 
cării datorite fie unei diferente dintre direcţia vitezei inițiale \ 
și axul proectilului, fie unei ușoare excentricităţi a proectilului, 
au o slabă influenţă. Din potrivă, neregulavitájile datovite unei 
diferenţe dintre axul de figură al proectilului și axul princi- 
pal de inerție vecin, sau. diferenței dintre axul de figură, gi vec- 
torul rotației proectilului, au o influenţă mai mare, 

De asemenea constatări, urmează а зе fine seama, când 
se fixează tolerantele de fabricaţiune ale proeotilelor. 


Mies Mis ы, 


VI. EFECTUL FRECÁRILOR LATERALE. 


In ceea ce precedă, am neglijat frecările laterale Г ale ac- 
rului pe suprafaţa proeotilului, făcând fn consecință pe / egal 
cu zero. Să ţinem acum seama și de aceste frecări, prosupunând 
pe k diferit de zero. 

Reluând ecuaţia (15): 


А2! — i Ооа —(a+i ko a) e  — Co t! — £A с” - 
am văzut că soluţia, generală a acestei ecuaţii este 
Сот! -- i Ат! nt nt 
S a CR ccm + А, eh +В, e 


тү Şi T, fiind rădăcinile ecuaţiei caracteristice 
Ar?—iCor—(a+ikua)=o 
adică, А 


r—i £f Xa Озат ДА (a+ ikoz). 
Ori, cantitatea de sub radical poate fi pusă sub forma 


n > 4Akuwa ; 
(C o? — & A a) (1 — ic 22) 


şi, dacă presupunem frecările miei, atunci ka fiind mie putem 
serie !) - 
үгет i Akos = 2 Ak wa 
Столда "Ста? ДАа 

aşa încât expresiunea lui r devine - 

ЖШС HY sara _ș_2Akou 

cipe tgkV Ote -aAs(1— ip Eq) 
вай с 
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Punând jnsfársit са si până acuma, 


; &Аа 2Аа 
‚ oclo eh Bl Cio 
avem C E 
uc à 
r=i za (1 Ев) tgr 


semnele -- corespunzându-se reciproc şi de 'aseeieă semnele —. 
Soluția generală este în consecință 
I Z= 2i + 22 
unde : 
__Сет'-+1А+! 
с са-+1К=& 
si 
tdem paijan: 
eCe +В;е 
Seriind' ре z, sub forma E 
Cw ^ А 
— q —— ql 
а. eal айе 


„Cui до ka 
izp St сє 


‚Со F 
iga CHO. Gal. 


== Ae 


pia = sist a sf 
"p LE 


observăm că 'punctul z; (fig. 239) ale căruia eordonate erau 
Ў А 
=y ==! 
о = де 


iar modulul egal eu Vu + 012, are acum, când ţinem sedmà de 
frecări, un modul egal cu 
V u? + ow? 


V 
adică un modul шаї mie si cu atât mai mie би cât œ si Е sunt 
mai mari. Aşa dar, frecările laterale apropie axul instantaneu 
de precesiune de tangentă și aceasta си atât mai mult cu cát 
„viteza de rotaţie a próéclilului în jurul. ădului său este mai 
mare gi frecárile mai mari. 

Dar, pentru ea apropierea axului instantaneu de prece- 
siune de tangenta traectoriei să corespundă în acelaşi timp si 
unei apropieri a axului proeotilului de aceâstă tangentă, mai 


— K—— 


S uai 
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este necesar ca, modulul lui z, să rămână mie ea în cazul când 
mar exista frecări. Cum patratul acestui modul este 

t 2ka 

à au Ce ota Co 

p Ae +B? е +2 А,В, ебв ^et 


vedem că valoarea sa depinde de valorile constantelor A, si B; 
precum si de acelea ale exponentialelor 


2E o7 EE = 

e C şi epa Ce" 

Ori, in condiţiunile normale de tragere, valorile constan- 
telor de integratiune A, si B, sunt totdeauna miei, după cum 
sa văzut prin éxemplul dela paragraful 2 al capitolului III, iar 
pe de altă parte valoàrea primei exponenţiale care creşte odată 
eu î rămâne totuşi mică, atât din cauză că durata totală a par- 
curgerii tiaectoriei până là punctul de cădere este relativ mică, 


cât mai ales pentru că coeficientul exponențial e este mie. Cea 
de â doua, exponențială descrește cu timpul şi această, descreş- 
tere este evident favorabilă micșorării lui p. 

Aşa dar valoarea lui p rămâne mică. Precările apropiind 
axul instantaneu de precesiune de tangenta traectoriei și ne-in- 
fluentánd asupra ordinei de mărime-a modulului, lui-z,-próduc 
deci un efect de stabilizare, apropiind azul proectilului de tan- 
gentă. Aceasta, însă cu condiţiunea са frecările să fie , mici 
(ka mic); când sunt din po- __ = 
trivă exagerate, ele devin ho- 
tărât vătămătoare. 

Astfel, în Franţa, nu de 
multă vreme, s'au putut stabi- Fig. 246 
liza nişte proeetile creându-se . 
frecări artificiale pe partea lor anterioară (fig. 246); exage- 
rándu-se apoi aceste frecári, proeetilele au devenit mai puţin 
stabile chiar de cum erau M început, 

Nu încape nici-o îndoială că este avantajos de a face 
aspră partea anterioară a proectilelor gi din potrivă perfect 
netedă partea lor de dinapoi. 


T 
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„VII. DERIVATIUNEA PROECTILELOR. 


Să reluăm sistemul de referință Gz yz, în care Gz este. 
tangenta, traectoriei: centrului de greutate al proeetilului, dusă în 
sensul mișcării; Ga este orizontala perpendiculară in G pe pla- 
nul' vertical al ' traectoriei, 
îndreptată spre dreapta a- 
cestui plan, iar бу este per- 
pendiculara dusă planului 
format de cele două axe б 
şi Gz, îndreptată în sus şi 
conținută bine înţeles în pla- 
nul traectoriei. f 

` Neglijánd frecárile, fie 
R rezistenţa aerului; C pune- 
ч tul ei de aplicaţie, adică 
centrul de rezistenţă situat pe axul GZ al proectilului, şi 
y; Gy', intersecția planului de rezistentá ^£ GZ cu planul ж Gy. 
Proectând forţa R pe direcţiile Gz şi Gy; ; obţinem 


Fig. 247 


—R eos (0, — 6) si R sin (8, 0) 
aceasta din urmá dándu-ne apoi in proecţiune ре Gz si -Gy: 
R sin (0, — 6) sin ф şi - —R sin (6, — 0) cos ф. 


д Aşa dar, punând 6, —6— 40 si presupunând ca si până 
acum cá 6 este mio, proecţiile rezistenței R ре cele trei axe 
Gz, Gy, Gz sunt, respeetiv, : а. ; 
` RO sing, —p R0 cos p, 12-8. 
Dintre aceste trei forţe si referindu-ne 1а сееа ce am spus 
la pag. 431, forţa — R reprezintă rezistenţa, tangentialá R; iar 
celelalte două sunt componentele forţei Rn pe axele Gæ si Gy, 
această forță Rn fiind : де altfel îndreptată pe Gy, şi având ca 
expresie, după cum am spus mai sus, R sin (6, — 0) sau  R 6. 
Componenta р RO sin ф a lui Ra, fiind perpendiculară pe 
planul traectoriei, depărtează centrul de greutate perpendicular 
acestui plan, producând ceea ce artileriştii numeso" Derivafiunea 
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proeotilului. Cealaltă, componentă — р Е 0 соз ф, fiind coprinsă 
în planul traectoriei, tinde a deplasa centrul de greutate în 
acest plan, 

Introducând variabilele и si v, definite prin egalităţile 
cunoscute, 


: wu = sin ф, v= — 0 cos ф 
cele două componente ale lui К, devin 
„Ru, „Row. 


Ori, după cum ştim, pentru tunurile 'ghintuite la dreapta, 
axul @ Z al proectilului rămâne tot timpul la dreapta planului 
traectoriei, planul de rezistență = G Z oscilând în jurul tangentei 
şi trecând la scurte intervale de timp când deasupra când de- 
desubtul orizontalei О и !). Rezultă atunci că componenta р R v 
de pe axul O v, care este de altfel mică de oarece v este mie, 
este alternativ când pozitivă când negativă și are prin urmare 
un efect ca și nul asupra deplasării centrului de greutate în 
planul traeetoriei. 

Rămâne componenta рЁи, care produce derivatiunea. 
Ecuația respectivă a mișcării este 


pap 
y dg "Ru 
însemnând prin D derivatiunea. 

Putem simplifica. studiul: derivaţiunii, presupunând axul 
proeetilului confundat cu axul instantaneu de precesiune, adică 
Juánd i i ; 3 

` Co., Св , 

@ ЮА": 
Ecuația mişcării devine atunci 

42 02.р 2 p Co 

g ds bu su (mop 


u = ш = 


1) Am văzut, în adevăr, că ordonata v, referitoare la axul instanteneu 
de precesiune este foarte mio, aşa ol ordonata v == v, -+ v, referitoare la axul 
proeotilului este c» și egală cu va, adică egală cu ordonata punctului s, 
(fig. 239), 
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sau ) 
dD y, 
punànd 
comics 
CY DU 
integraţiunea, ecuaţiei (а) dándu-ne valoarea principală a deri- 
vatiunii, 
Seriind această ecuaţie sub forma 
i d (dD de 
(a) Na | 
sau R * 


d D | 
deducem д 7 ; У 
de Cu =M > 
şi, inversând ordinea derivürilor, 
d (AD . 
"dt Go) -M 
de unde 4 
"de => Mt 
şi 
Te 
D= м{ tdi 
To 


To $i Te fiind valorile lui т Ја origină si în punctul. de cădere al 
proeetilului: 
Ori, integratiunea pe arcuri succesive ne permite dea cu- 
.noaste un mare număr de valori de ale timpului t corespunzătoare 
valorilor т dela origină la punctul de cădere, aşa încât putem 
construi curba ѓ = / (т) şi evalua aria 
. Te 
S= | tdr. 
To 
Derivajiunea va fi atunci 
; D=M.s 
eu. 
Y 4 i , 
M mir? $045 Co. 
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Vedem astfel că derivajiunea este proporțională cu viteza 
de rotaţie o, sau cu înclinarea 1 a ghinturilor, și invers pro- 
porțională cu depărtarea s a centrului, de rezistență de centrul 
de greutate, deci mai mică pentru proeetilele moderne lunguefe, 
unde centrul de rezistență se găsește la o depărtare mai mare 
de centrul de greutate. 


Pentru, tunurile ghintuite la dreapta, axul instantaneu 
de precesiune fiind necontenit la dreapta planului de tragere, 
derivaţiunea are și ea loc tot în această parte, adică spre partea 
încotro se răsucesc ghinturile. 

De altfel, formula D = M.S ne dă în acest caz o valoare 
pozitivă pentru D, de oarece pe de o parte integrala care re- 
prezintă pe S este negativă căci vj) тс iar pe de altă parte o 
este si el negativ. 

Elementele s şi v care intră în expresia lui M se determină, 
„după cum s'a mai spus, în tunelurile aerodinamice. Invers, dacă 
pentru o traectorie s'a măsurat pe teren derivatia D si s'a cal- 


De 


culat suprafaţa S, raportul D ne va da valoarea lui M gi deci 
valoarea raportului 

—— 

sd p) 

Experienfe executate în Franţa!) au dovedit, că dacă se 

execută o tragere la 20? şi se măsoară pe teren derivatiunea 


respectivă, evaluándu-se și aria S, toate celelalte derivaţiuni pot 
fi calculate prin formula D = M.S, luându-se pentru raportul 


TEI valoarea, pe care o procură tragerea la unghiul de 200. 
Astfel, acest raport pare a fi independent de unghiul de tragere. 
Cele mai bune potriviri între derivaţiile calculate şi cele măsu- 
rate pe teren, au fost obţinute cu calibrele mici și viteze peste 
; 400°. ^. 


In practică se utilizează şi formule empirice pentru cal- 


1) Lt, Colonel. Dufrénois, Conférences sur la Balistique Extórieure, 1926, 
pag. 226. 


f 
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сша] derivatiunei. Astfel, formula foarte simplá:. 
р= ЕТ 
З a a eun 
unde Ё este o constantă pentru un același proectil tras cu aceiaşi 
viteză iniţială în acelaşi tun, adică pentru toată întinderea, unei 


table de tragere, iar T este durata traectului. Valoarea lui А 
rezultă din două sau trei experienţe de tragere, sub unghiuri di- 


ferite, luându-se mijlocia valorilor ce se obţin pentru raportul m - 


а? L uaa oo 


ASUPRA FORMELOR CARE ASIGURA PROECTILELOR 


O REZISTENȚĂ САТ MAI MICĂ DIN PARTEA AERULUI. 


EXPERIENȚELE DELA POLIGONUL SUDITI. 


La 26 Ianuarie 1931, am înaintat Ministerului de Rázboi 
un raport cu următorul conținut: : 


„Inainte de războiul european, nu s'a ocupat nimeni în mod 
deosebit cu forma сеа mai rațională de dat proectilelor de 
artilerie pentru ca ele să bată cát mai departe; aceasta 'din 
cauză că toate formele ogivale permiteau de a se obţine bătăile 
socotite necesare pentru diversele cazuri de luptă. ' 

Pe timpul războiului însă, necesitatea unor bătăi mult mai 
mari decât cele prevăzute din timp de pace devenind imperioasă, 
chestiunea formei exterioare de dat proectilelor pentru ca ele să 
întâmpine о rezistenţă, cát mai mică din partea aerului si prin 
urmare să bată cât mai departe, a devenit la ordinea zilei. 

Studiile care s'au făcut au determinat. pe artilerişti să 
admită pentru fundul proectilelor forma uşor tronconică pe саге 
o poseda, deja glonţul de infanterie’ francez, zis glongul D., iar 
pentru ogivá, o formă ‘mult mai ascuţită, fără bine înţeles a 
schimba, prea, mult raportul dintre cele două momente de inerție 
ale proectilului, ` longitudinal! $1 transversal, de care depinde 
stabilitatea, proectilului pe traectorie. 

S'a'mai recunoscut însfârşit că prin adaptări de coafe de 
, ogive, de lungimi mergând până la 3 şi chiar 4 calibre, in loc . 
4 de un ealibru eum au de obicei ogivele, se imbunátáteau calită- 
file balistice ale proeetilelor. X 

Dar, după câte știu, nimeni n'a studiat ce anume profil 
convine coafelor de ogive, pentru ca ele să permită maximum 


24468, — 51 


pie m e 
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de bátae. T'rebue păstrat tot profilul ogival sau se impune vre-un 
alt profil nou? 

Subsemnatul, pe timpul cát am fost profesor de Mecanicá 
raţională la Universitatea din Cluj, fiind îndemnat prin însăși 
natura acestei ocupaţii de a cerceta chestiunile technice care ar 
putea, beneficia de resursele transcedentale ale Mecanicei, spre a 
.fi rezolvate, am luat în studiu chestiunea determinárei profilului 
ogivelor, punându-mi următoarea problemă: 

Ce profil trebue să-i se dea unei ogive pentru ca rezistența 
aerului, asupra ei să fie minimă? 

Aplicând ecuaţiile lui Euler din Hidrodinamică şi teorema 
“lui Lagrange, apoi admițând pentru mişcarea moleculelor de aer 
din jurul proeetilelor fie legea izotermică fie legea adiabatică, am 
ajuns la concluzia finală, că pentru ca ип proeetil să întâmpine 
minimum de rezistență din partea aerului şi deci să bată cât mai 
departe, este necesar ca ogiva sa (mai exact: partea sa ante- 
xioară) să fie o suprafaţă de revoluţie născută de о anumită 
generatrice care să fie pe deoparte tangentă. generatricei,. părţei 
cilindrice a proectilului, iar pe de altă parte tangentă axului 
„longitudinal al proectilului la infinit. 

In mod practic, ogiva falşă poate fi limitată după cum s'a 
spus Ја 3 sau 4 calibre, dându-se proectilului o viteză de rotaţie 
în raport cu lungimea admisă. 

Acesta, fiind rezultatul general al studiului meu, am onoarea 
a vă propune să binevoiţi a-mi da posibilitatea să verific: prin 
trageri rezultatele la, care m'au condus studiile teoretice, în cre- 
dinţa pe care о am ей voi izbuti a mări toate bătăile proeoti- 
lelor noastre eu cel puţin 20^/,. 

Alătur desenul unui proectil de 75 mm. cu modelul a două 
coafe de ogive dintre care cea mai lungă аг fi desigur cea mai 
avantajoasă, dacă viteza, de rotaţie a proectilului se va doredi 
a fi suficientă pentru adoptarea ei". 


Acest raport a fost supus discuţiei Comitetului Teohnio al 
:Artileriei, care l-a aprobat, deşi cu oarecare îndoială asupra ob- 
"пегі sporului de bătae ce anunţasem, 
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Ministerul a dispus atunci realizarea coafelor, însă, din di- 
ferite motive, experienţele de tragere n'au avut loc decât tocmai 
în ziua. de 23 Aprilie 1940, adică după mai bine de 9 ani dela 
data aprobării ministeriale pentru realizarea şi experimentarea 
coafelor. F: 

Tragerea s'a executat în poligonul dela Sudiţi cu un tun de 
75 mm. F. F., în prezența mea și sub conducerea şi controlul 
unei comisii technice militare, numită de Ministerul Inzestrării 
Armatei. 

Aceste experiențe au confirmat în totul exactitatea preve- 
derilor mele teoretice. Astfel s'a dovedit cá: 


a) Grație profilului special al coafelor mele, bătăile au 
crescut simțitor, coafa cea lungă dând. bătaia cea mai mare; 

b) Sporul de bătae obţinut а trecut de 20%,, fiind de 22%; 

c) Stabilitatea proectilului pe traectorie a crescut conside- 
rabil, obținându-se о imprástiere în: bátae şi mai ales în direcție 
mult mai redusă decât în tragerile cu proectilul ne-coafat !).: 

Buletinul de tragere ce mi s'a înaintat de președintele бо- 
misiei technice militare, specifică în adevăr următoarele: 

a) Cu eoafa cea lungă bătaia, maximă obţinută а fost de 
9.804 metri faţă de 8.045 cât s'a obţinut cu proectilul ne-coafat; 

b) Sporul de bătae fiind 1.755 metri reprezintă cu adevărat 
o creştere a bătăii си .229/,; > : 

с) La tragerea sub unghiul de 33050 care a dat bătaia 
maximă de 8.045 cu proectilul ne-coafat, abaterile “probabile în 
bătae şi in direcție au fost respectiv de 72,4 si 7,3 metri, pe 
când cu proectilul coafat, care la acelaşi unghiu de tragere de 
88°50/ a dat ca bătae 9.575 metri, abaterile nu au fost decât 
de 48,65 şi 2,23 metri, cifre care la bătaia de 8.045 metri cu 
proectilul coafat trebue desigur să fie încă şi mai mici. Deci o 
împrăștiere în bătae si mai ales în direcţie foarte strânsă. 

Profilul coafelor mele este о curbă analitică cu dublă 
curbură, adică prezentând wn punct de inflexiune, iar vârful 


1) Experlen(ele executate la nol în țari оц ooafe ou gen ] 
з eratriol d 
n'au dat niciodată asemenea rezultate, М ES 
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coafei, în loc de a fi ascuțit, prezintă о mică suprafaţă zisă 
zonă de сайт, unde viteza relativă a scurgerii, aerului este nulă. 
Având în vedere forma aceasta deosebită a coafelor mele, se 
înţelege, că pentru a le propune Ministerului de Război şi încă 
cu atâta siguranţă și încredere în rezultatele се, aveau să dea, 
a trebuit să nu mă las deloc influențat de lafirmaţiunile unora, 
dintre balistieieni, cum spre exemplu de afirmaţia cunoscutului 
profesor german Cranz, care în tratatul d-sale de Balistică Ex- 
terioară susține ей: „Concluziunile ultime sunt că nu interesează, . 
prea mult dacă meridianul vârfului, este ogival sau parabolic, ori 
hiperbolic, ete“. (Revista Artileriei din Octombrie 1939, pagina 
20, Cranz si Balistica sa Exterioară). 

Am dovedit astfel că asemenea afirmaţii nu ‘corespundeau 
realității, iar faptul că eu nu mam. bazat pentru а susține con- 
trariul decât pe simple considerații teoretice din domeniul Me- 
canicei Fluidelor, pe care tragerile de poligon au venit in urmă 
să le confirme, probează odată mai mult cât de necesare sunt 
studiile şi cunoștințele teoretice pentru rezolvarea fără, perdere 
de timp şi fără mari cheltuieli a atâtor chestiuni care interesează 
domeniul. artileristie. nd ч ў 


t 
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` Nota A. 
| ECUATII DE ECHILIBRU LA FIGURILE RIGIDE 
de D. POMPEIU 
| Profesor universitar şi membru al Academiei Române. 


1. Un raţionament elementar arată că, pentru о figură plană 
rigidă, strămutarea cea mai generală, în propriul еі plan, poate fi 
obţinută, printr'o translație urmată de o rotire, 

Ca lemă preliminară poate servi. propoziţia, următoare: 

Când, în strămutarea cea mai generală a unei figuri plane rigide, 
două puncte au ajuns în poziţia lor finală, întreagă figura se găsește în 
poziția ei finală. 

2. Dacă acum, dela strămutarea finită trecem, la limită, la, strá- 
mutarea, infinitezimală (elementară) atunci enuntiul general se pás- 


trează iar traducerea, lui analitică, devine, a 
a) da = d — ( y— b) d8 

in care: dy = da + (x — a) dà 

TM 19, dm] este translatia elementară 


[— (y— b):d&, + (x — a) d8] rotația elementară. 

De remarcat! cá traducerea analitică a enuntului ne silegle la 
о exprimare mai corectă a acestui enuntiu: 

În adevăr translatia se înregistrează pe fiecare din cele două 
axe coordonate iar când zicem „о translație“ de fapt zicem suma geo- 
metică a două translaţii independente. 1 i 

Aşa dar ca încheere: 

Mișcarea elementară (1) a unei figuri plane rigide este rezul- 
tatul a trei mișcari elementare independente: două translati şi o rotaţie. 

., 9. Mai departe, să observăm că, după cum dreapta poate fi con- 
siderată ca un cerc de rază infinită (cu centrul la infinit) tot aşa o 
translație poate fi considerată (erà o expresie favorită a profesorului 
Koenigs, în cursul său 1а Sorbona) ca, o rotire de amplitudine infinit- 
mică împrejurul unui centru situat la distanţă infinit-mare; prin ur- 
mare 0 adevărată valoare de forma © .o. à 

^. Dar cu acest mod dea considera, translajia, putem zice cà, 
strămutarea elementară, cea mai generală, a unei figuri plane rigide: 
rezultă din (rei rotiri. ` 
lar această formulare ne îndeamnă să trecom de la cazul pan 


ticular (când două, din cele trei rotiri au centrele la infinit) la cazul 
general a trei rotiri olementare obişnuite: 


dz = — (у — y) da, — (у — y) de, (у №) da 
2) dy = +- (2 — 2) da, + (e Zap du (к—х\,) dei 
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Eu zic că relaţiile acestea (2) pot fi identificate cu (1). Їп adevăr, 
pentru aceasta, trebue ca А 
da + da, + йоз = 08 
yi do, + Ya d + y, daz = di 
— T, da, — La da, — X, боз = dn 
ceia ce e totdeauna, posibil, dacă 


1 1 1 
Vi YA Уз|250 
т n h 


ceia ce înseamnă că cele trei centre de rotire trebue să formeze un 
adevărat triunghiu (arie ne-nulă). 

5. Iată dar, acum, un enunțiu care pentru mişcarea elementară 
a unei figuri plane rigidă — cuprinde enunțiul clasic са ‘ип caz par- 
ticular: 

Mişcarea elementară, cea mai generală, a unei figuri plane rigidă, 
poate fi obținută prin trei rotiri elementare împrejurul a trei«centre 
„formând un triunghiu obișnuit (ne-turtit). 

6. Sá ne folosim acum, trecând la Statică, de acest rezultat din 
Cinematică, ca, să obținem pentru o figură plană rigidă condiţii de 
echilibru mai generale de cât condiţiile clasice. 

E destul să aplicăm principiul lucrului virtual pentru a obține : 
rezultatul următor: 

Pentru o figură rigidă plană, şi forțele fiind în acelaş plan: dacă 
suma momentelor forțelor, calculată în trei puncte (ne în linie dreaptă) 
e nulă, atunci avem echilibru. 

Iată o formă, a condiţiilor de echilibru, care. după explicările 
cinematice ce au precedat, trebue considerată ca mai generală de cât 
forma clasică, în care intră rezultanta, generală. 

7. O cale absolut analoagă se poate urma, pentru figurile rigide 
cu trei dimensiuni. 

Se stabilește întâiu propoziţia de cinematică, după care strămu- 
tarea elementară cea mai generală a unui solid — se poate obţine ca 
rezultat а şase rotiri împrejurul a șase muchi (drepte, ca axe) ale 
unui tetraedru, nedeformat. 

Apoi, principiul lucrului virtual, ne dá enuntiul general pentru 
echilibrul forțelor la un solid: suma momentelor forțelor, calculată pe 
rând în raport cu fiecare din cele șase muchii, să fie nulă. 

8. Această formă a condiţiilor de echilibru pentru un solid este 
bine cunoscută [Appell, traité de mécanique rationnelle, I, 3-i&me edilion, 
page 139]. 

Scopul acestei note nu poate fi altul de cát de a pune, mai in 
vedere, un rezultat de formă generală, in statica, corpului solid, evi- 
denţiind în acelaş timp substratul lui cinematic. 


ж 


Nota B 


ENERGIA. 
| MIŞCARE CONSERVATIVÁ ŞI MIŞCARE NECONSERV ATIVĂ 
| А ENERGIEI. 


de C. POPOVICI 


Profesor universitar şi Directoral Observatorului Astronomic din Bucureşti. 


1). Reamintim ecuaţiile generale ale mecanicei, în primul rând 
teorema. impuisului, care se exprimă astfel: 


(1) d (mv) = Е dt 


(п care m este massa unui punct supus forţelor de rezultantă F, 
iar v vectorul viteză!) al massei т în intervalul di. 

Dacă massa m e constantă, sau dacă variaţia ei o considerăm 
neglijabilă pentru intervalul de timp în care studiem mișcarea, atunci 
ecuaţia (1) devine . 

(3) К mdv-Fdt 


care e în fond ecuaţia lui Newton şi care proectatá pe cele trei axe 
de coordonate carteziene ne dá cele trei ecuaţii generale ale mișcării 
punctului: 


(2) т х= X (notația Newton) sau m - бз + = X(notajia Leibnitz) 


şi alte două similare, ce obținem dacă, înlocuim z şi X respectiv prin 
y $i Y, apoi prin z si 7. Se vede cá т, y şi z sunt componentele acce- 
ler&jiei?) si X, Y şi Z, componentele rezultantei forțelor aplicate 
massei m. 


2). Energle. Ecuațiile (2) se ра scrie 


, (2) m e DÀ dt — d 2. =X dz 
de unde 


à) aur e › 
Acum dacă membrul, al doilea este integrabil şi o putem con- 
stata dacá avem verificate identitátile 


à) — 3X X. оү oZ, Сй 0X 
js ду дт 22 ду” л [7 


1) Cinematica, pag. 43. . 
2) Cinematica, pag. 53. 


E 
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atunci există o funcţiune U (x, y, z), astfel са 
(5) dU — X da 4- Y dy + Z dz 
şi vom avea o integrală a mișcării dată de Newlon 


(6) m TOL — U (c, y, z) =) 


unde k este o constantă 
h=m De [dee PL are Ус. 20). 

Integrala. (6) à fost numită, de Leibnitz, integrala forțelor vii, ex- 
presiunea, m v? energie cinetică şi — О energie - potenţială, suma lor 
energie totală. FSR 7 

Баса relatiile (4) sunt satisfácute, vedem cá energia tolală rä- 
mâne constantă si mişcarea se zice conservativă. In cazul contrar miş- 
carea, se zice neconservativă (de energie). 

Se recunoaște mişcarea conservativă prin faptul: că este rever- 
sibilă, adică dacă dám vitezei sens invers (păstrându-i mărimea), 
atunci mobilul, supus acelorași forte, descrie îndărăt aceiaşi traectorie, 
cu aceleaşi viteze (schimbate de sens). O imagină: dacă am rula ci- 
nematograful mişcării în sens invers (ceia ce revine a schimba, dt în 
— di), obţinem o mișcare reală. Exemple: Oscilaţiile unui pendul în 
vid, mişcarea unui obuz în''vid, mișcarea unei planete ín vid ín 
jurul unui soare stins, etc. Dacă energia totală nu se conservă, miş- 
carea este ireversibilă. Cinematograful unei mişcări reale care, rulat 
în sens invers, ne va da mişcarea unei bile de biliard márindu-si 
viteza, sau un pendul márindu-si oscilatiile, sau un corp aruncat in 
sus, căzând la orizont cu o viteză mai mare decât viteza iniţială, ne 
va releva (filma) mişcări ireale (minuni). In scurt. timp ne vom da 
seamă cá a fost schimbat sensul timpului. à : : 

In mişcarea neconservativă a sistemelor avem, evident, acelaşi 
fenomen de ireversibilitate. Menţionăm in plus. că nu. există centru 
de gravitate, adică un vector 


є 


Xm 
Ут 

cu o extremitate іп origină si cu cealaltă extremitate având acce- 

leraţia nulă, ч 


R— 


ATRACTIA LUMINOASÀ. © 


In 1923 într'un memoriu?) am întreprinş studiul mişcării cor- 
: purilor cerești, ținând seamă cá aceste corpuri sunt supuse nu numai 
gravităţii newloniene, ci si presiunii de lumină. In mişcarea newto- 


1) Bulletin Aetronomique, Мётоїгев.' Paris 1923. Pag. 251—301. , 


= 
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niană, са fn orice mişcare datorită unei forțe centrale, funcţiune de 
distanţă, energia so conservă. Nu același lucru se întâmplă dacă se 
tine seama si de presiunea luminei. Această, presiune este și ea o 
forță centrală, inversă, ătracţiei si care se exercită invers propor- 
tional cu patratul distanţei; însă, pe când atracţia se exercită instan- 
taneu, presiunea, de lumină se propagă cu o viteză finită, care de- 
pinde de densitatea mediului si care în vid este o constantă și se 
notează cu c (300 mii km. pe secundă). Din această cauză forţa re- 
zultantă pe care o exercită un sóare S, considerat deocamdată ca 
un punct fix atractiv si luminos asupra unei planete P, capătă ex- 
presia У 
(4) сз Ë ELA 


în саге. т este distanța “dela soare la planetă; A si R respectiv 
atracţia newtoniană si repulsia Mazwel-Bartoli! ) exercitate la uni- 
tatea, de distanţă 2).. я 

Expresia (1) se mai poate scrie, luând ca unitate massa presu- 
pusá constantá a planetei: ur. "OR 


‚ ат 
[i ——— — 
an х= r2 (++ di 
unde ` : E 
i VOR 
es T (АБ) 


1) Adică repulsia luminei. Mazwel a prevăzut-o prin calcul in.1873 са - 
о consecință a teoriei sale electromagnetice a luminii, iar Bartoli în 1883 
prin termodinamică; Lebedeff, Nichols și Hull, în 1900—1901 au verificat-o 
experimental şi au măsurat-o. Lumina solară apasă pe pământ cam cu о ju- 
mătate kgr. pe kilometru pátrat. E 

?) Formula (1) se află astfel: Să presupunem in S un vas pe care se 
află o mitralieră care aruncă gloanţe şi o helice care provoacă valuri cu aceiaşi 
frecvență. Gloantele pleacă si valurile .se propagă cu aceiaşi viteză c, în 
toate direcțiile. Dacă un obiectiv care stă la distanţa 1 primeşte R gloante 


şi R valuri pe secundă, el va primi E gloanțe şi valuri pe secundă când аг 
sta la distanţa т. Dacă acum obieotivul (planeta) se mişcă ou viteza та- 


dr 
dial v= "dg 9| va primi mai puţine gloanțe (вам valuri) dacă se indepür- 
ат М 
"di Уо Ja mai multe dacă se aproplel E (o Ja anume їп proporția 


In cazul nostru glonn(ele sunt fotonit de lumină, tar valurile undele 
brogliene cari f asociază, 
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Vom arăta cá rezultă consecințe noui câri privesc filosofia na- 
turii şi de o deosebită importanţă cosmogonicá. 

1). Travaliul nu mai esie integrabil ca fn mișcarea newto- 
niană, deci: 


2). Mişcarea nu mai este reversibilă; dacă dăm planetei o viteză, 
de aceiaşi mărime însă de sens contrar, planeta nu mai descrie în 
sens invers traiectoria pe care a venit, 

3). Expresiunea ` 

vi k 

EL———-— 

T 
care în mișcare newlonianá se numește energie, variază în acelaşi 
sens. Aceste trei rezultate se văd din faptul că ecuaţia (3) care ne dă 
variația energiei cinetice nu este integrabilă în cazul nostru. Intr'a- 
devăr aplicând această, ecuaţie deducem 


(3) Mine т) <o, "= 


dr 3553€ 
dt А 

Vedem cá energia se consumă, fenomeri analog cu o frecare 1). 
Lucru curios, frecare in acțiunile la distanță. 


4). Teorema ariilor se păstrează, forța fiind centrală. ?). 

5). Deşi integrala forțelor vii nu mai există, totuşi există o inte- 
grală, care nu mai este algebrică si care generalizează integrala for- 
țelor vii, reducându-se la aceasta pentru e — o. Intr'adevár avem- 
din (2) 


A dE . sek dr 
Е „6 ACT di, 
“gi din. pae mdi Cat: 


Expresiunea din 3) devine 
ат, C? 
(Са) + rE 


așa cá formula (3) 'se/poate scrie 


2: sdESU! e FEL ачат Er _sk 
- % rl =—20 7 m, 2E— LL, a= ус, 
Punánd ri d UA 
: [ 
1=2Е+ 5r? p———-— 


T (9 


1) Deosebirea e că freonrea în sens comun e perderea de energie prin 
rezistență tangenţială vitezel; în presiunea lumini plerderea este tangentlalá 
accelerației, 

2) Cinematica p. 47. 


а. 
MM tm 


^w 
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avem 


dI 42V 1— ga dp 
iar punánd 


I= (14u?) deci 


dI=2p(1 + u?) dp +2 pu du 
se obţine ecuația diferenţială 


(1—2 au + u?) dp = — pu du 
din care rezultă, însemnăm cu G o constantă, de integraţie, 
Deea ыл, 


=p Va — 20и4-ц2. е“ 
unde 3, arc tg 
= FE т=з! TC e A == +m): 
Integrala fortelor vii este înlocuită, prin 
(8). xs а= Vi-24V1—g xp 
| Em. 
"unde 5, = пт + атс + 
| "е are te СЕ 


(£- Buca 


Pentru о = 0 regăsim ret fortelor vii din mişcarea ke- 
pleriană. 


6) Elementele eliptice au variații seculare. Intr'adevăr din (5) 
deducem 


(6 п (С) (Ск) оге 
el Se $,——25. 


Vedem că după n semitururi distanţele perihelii şi afeli sunt 
date pentru 7 = o prin 


a * 
eq z-Farc sin a) 
1 ck di G к=з" . " 
D rcs cuc mes 
Punánd 
ч _— 02 т 
С: A + y? peu UN 
Ы Ер з о 


aceste distante devin 


(9) i-lgG.yra. 
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Dacă numim după n semitururi m, excentricitatea, p, para- 
metrul, a, semiaxa elipsei unei planete P (о) osculatrice la mişcarea 


planetei P (о) considerată, avem 
-nra 


UON =, e > Pa SPA (1— mp) = a (1—08). 
Vom regăsi aceste rezultate. 


7. Traectoria, Formula lui Binet!) dá 


deci 
1- 1 торов .. TIE 
(цу == PRETI e sin V1— о2 (8 — ®) 
şi regăsim variațiile seculare.: Pentru 0 == 6, avem r:= p. Dacă se dau 


condiţiile iniţiale т, si v deci şi С atunci vedem din (8) cá p, și o 
depind de e (deci intensitatea luminei). 


8). Periheliul are o mișcare. Lucru important în Teoria relativi- ' 


tății, deoarece ёа se bazează şi pe mișcarea periheliului lui Mercur. 
. Vom arăta cá presiunea luminii provoacă o asemenea mișcare. Fie 
întradevăr două planete: una Р (о) care se va mişca sub acțiunea 
forţei (17) si alta P (o) adică cu а = o deci fără presiune. Presupunem 
cá cele douá planete coincid pentru r— p, atunci P(o) va descrie 

traiectoria ` É A n 

еу 
T p + rj sin. 

Un observator observă P (a) crezând că observă P (o) și aş- 
teaptă trecerea, la periheliu. El va fi surprins să constate că, această 
trecere (când discul soarelui apare maximum) nu se împlinește pentru 


6 = 5 сі pentru 6 care anulează ре fa de pe traiectorie şi care dă 


cos V 4 — o2 6 (a) = ы 


V1— о? 


Rezultă întradevăr o mişcare a'periheliului lui Mercur, însă 
care nu e suficientă pentru a înlătura teoria relativităţii. 

9). A treia lege a lui. Kepler nu se mai aplică pentrucă ecua- 
fille mişcării nu mai rămân învariante dacă schimbăm unităţile de 
măsură pentru lungimi din X, în ? şi cele de timp din T, în T astfel ca 


э QM 


1) Cinematica p. 81. 


асн „.„ 


See ee ce dpa cto “чл” = БЕ 
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cum se întâmplă în mișcarea newtoniană. Va rezulta o corecție de 
ordinul а. 


In 1937 profesorul Armellini, directorul observatorului din Roma 
face cinstea formulei (1) ce am dat-o în 1923, de a o propune să tn- 
“locuiască, legea lui Newton !). Cu această ocazie reiau lucrările mele 
şi în trei note?) publicate la Academia de ştiinţe din Paris mai adaog 
următoarele rezultate: . 


10). Variația energiei într'un cuplu de stele este finită dela infinit 
în trecut până la infinit în viitor, chiar dacă strălucirea stelelor ar 
fi fost şi ar rămâne vecinică. 


Intr'adevár reluând formula care ne dá expresia energiei 


2k 


s { 
ФЕ = m — 21 


se vede din (7) cá variatia energiei intre douá perihelii este termenul 
unei serii convergente. Acest adevăr se mai poate deduce gi din 


ecuaţia traiectoriei. Pentru f — — оо urmează să se ia variaţia ener- 
giei numai dela, prima, assimptotă. 


11). Diferența până la infinit în viitor între numărul de ani (ro- 
taţii) ale planetei în cele două ipoteze: că lumina s'ar produce instan- 
taneu si apoi că s'ar propaga cu viteză finită, este finită. 

12). Nu există egalitate între acțiune si reacțiune între un soare 
şi o planetă, în sensul cá nu există un punct fără acceleraţie саге 
să dividă raza vectoare soare-planetă în raport constant. 


Pentru a salva principiul egalităţii acţiunii cu reacţiunea, va 
trebui să admitem cá fotonii au o massá, dar atunci viteza c a lu- 


minii în vid nu mai este constantă. In studiul nostru variaţia lui с 
e neglijabilă, з 


Vârsta, sistemului solar. 


Folosind faptul că presiunea de lumină tinde să transforme 
traiectoriile eliptice în cercuri păstrând ariile, putem avea o metodă 
pentru a găsi o majorantă a timpului de când ultima planetă Mercur 
sa desprins din nebuloasa soare. Mercur descrie o orbită, eliptică cu 
excentricitate pronunţată 0,21 în interiorul orbitei lui Venus care descrie 
un cerc, Ținând seamă de variațiile seculare (10): se poate găsi un 
timp când orbita lui Mercur s'ar fi străpuns cu orbita lui Venus. Or 


ананы, 


1) Rendicont! Academia dei ІЛпое! 1987—1938 mat multe note. 


2) C. Rendus. Acad. Paris 1939 Т. 208 p. 2063 şi 1940 T. 210 p. 39 
și 138, 
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aşa ceva nu se poate să se fi întâmplat, căci atunci inelul din care 
s'a născut Mercur s'ar fi străpuns cu inelul din care sa născut Venus, 
deci Mercur s'a născut mai târziu decât acel timp. Ținând apoi seamă 
de evoluţia, soarelui, cá a fost mult mai cald, mai mare (până la 


` Mercur) si; mai luminos, etc., se poate reduce această majorentá fn 


jurul a cinci ' miliarde de secole. 


^ 
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„Nota C. 
ASUPRA NOTATIEI VECTORIALE . 


de VICTOR VÂLCOVICI е e 
Profesor de Mecanică la Facultatea de Ştiinţe din Bticureşti “ip 
şi Directorul Institutului de Aerodinamică. - 


Notatia vectorială аге avantagii. Se înțelege că ea nu poate 
avea pretenţia de a elimina notația cerută de proiecţiile pe cele trei 
axe. Insă în multe împrejurări notația, vectorială poate da un sprijin- 
real intuiţiei fenomenului, pe: lângă о concentrare în scris adeseori 
binevenită. 


„ Profitând de amabilitatea d-lui General Burileanu de a mă fi 
invitat să contribui cu o notă la finele Dinamicei, şi încredinţat că 
cetitorii cursului vor putea găsi о complinire utilă în cele ce urmează, ' 
îmi propun a ilustra această afirmaţie printrun exemplu — aga cum 
îl fac de multă vreme în lectiunile mele de Mecanică. 


1., Voiu însemna, cu F vectorul de poziţie al unui punct M, pro- 
iecţiile, sale pe axele de coordonate fiind т, „у› 2. In mod analog: 


v=F , vitesa de proiecfiuni £, у, z , punctul de asupra literei 
insemnánd derivata in raport cu timpul t; А 


а=? acceleraţia, de proiec(iuni 2, y, 2 


`р= versorul vectorului №? (p= vers F) adică xu unitate 
| având direcţia, şi sensul vectorului 7. 


Forţa centrală F se va putea exprima în felul următor : 
Pr, 
unde F inseamnă valoarea scalară a forței. F va fi pozitiv când forţa 


va fi dirijată în acelaşi sens cu p, şi negativ în caz contrariu. 
Acestea fiind fixate, ecuaţia lui Newton pentru mișcarea unui 


punct de masă т asuprà căruia lucrează forţa, F se scrie: 
mi = Fp 2. 
Multipicind vectorial la stânga această, ecuaţie cu № obţinem: 
тїхї=о 


de unde deducem prín шев» qM la o panie factorul constant 
scalar m); 


PXPAÓ, 


24468. — 52 


: SIR IS 
SALT льдах 
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unde C înseamnă un vector constant. Relaţia, precedentă multiplicată, 
scalar cu ? ne dă: i 


o= F 
sau 


е 063), C 2-4-C;y 3-C,2—0, 


unde am însemnat cu C,, C, C, , proiec(iunile vectorului constant 
C pe cele trei axe de coordonate. Deducem cá mişcarea mobilului se 
efectuează în planul a cărei ecuaţie este (1). Traiectoria însăşi va fi 
o curbă plană. 


2. Să, considerăm cazul special al forţei elastice: 
F-—kr, 


unde k înseamnă o constantă pozitivă de dimensia MT-? . Ecuația lui 
Newton devine "0:09 a 


sau 
"8 Pro, и=Ё, [уу=т—!, 


Ecuația (2) poate fi tratată după modelul ecuațiilor scalare. 
Fiind o ecuație diferențială (derivate ordinare) de ordinul al doilea, 
omogenă, cu coeficienți constanti, soluția’ ei generală va fi: 


ivt = іу } > 
=e +e i=V—1, 
C; , Ca fiind două constante vectoriale de integrare. Eliminánd unita- 
tea imaginará cu ajutorul formulelor lui Euler, relaţia precedentă 
devine : Sia 5 і 
(3) oot Р = Acosvt+ Bsin vt, 


unde А si B sunt douá constanté vectoriale, reale, de integrare. De- 
terminarea lor se face cu ajutorul condiţiilor iniţiale : 


t=0, PP, 0 = 00. 
Vom avea astfel 
à А=һ , Ba% 


dacă ţinem seama ві de ecuația vitesolor dedusă din (3) prin derivare : 


(5) v= — Avsin vt + В cosvt, 


ыи 
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Introducànd valorile (4) în (3) si (5) obținem 


(6) р = соз» +% sinvt , 


(7) 3 = — vi, sinvt + Vo cos vl. 


Ecuația cartezianá a traiectoriei se află fără nici o dificultate” dacă 
se proiectează, relaţia (6) pe axele de coordonate şi se elimină între 
proiecţii timpul t. Insă am putea determina caracterele esenţiale ale 
mișcării (deci şi ale traiectoriei) fără a ne folosi de coordonate car- 
teziene, ci numai cetind cu atenţie formulele (6) şi (7). X 

In adevăr, să lăsăm la o parte cazul când vectorii й, şi v, au aceiași, 
direcţie, caz care ne conduce la o mişcare rectilinie. 

Presupunând deci că ў, şi v nu au aceiaşi direcţie si deci că 
sunt şi diferiţi de zero amândoi, constatăm din formulele (6) şi (7): 

4* că mişcarea, este plană, de oarece 7 rămâne permanent fn 
planul vectorilor Fo $i 00; ne 

9» că traiectoria nu are puncte la infinit, ? având tot timpul 
o valoare finită ; 

3° cá traiectoria, este simetrică faţă de O pentru cá F ia valori 
de semne contrarii şi egale în valoare absolută în două, momente 


Te Re 
care diferă, între ele prin 7 » 


4 cá traiectoria, este deci o elipsă având centrul în origine, ea 
având toate proprietățile precedente şi ecuaţia ei cartezianá fiind de 
gradul al doilea ca rezultând din eliminarea funcţiunilor trigonometrice 
соз» t şi sin vt între expresiile proecţiilor lui 7 pe axe; 

5) cá vitesa nu se anulează niciodată. si deci .că mişcarea ре 
elipsă, se face tot timpul în acelaşi sens; : 

6° că mişcarea, este periodică, perioada, fiind egală cu Ea 

3. Se înţelege cá notația vectorială câștigă mult dacă cedează 
pasul, la momentul potrivit, notaţiei carteziene — mai ales când e vorba 
de clasificat traiectoriile, dat fiind că geometria analitică .a curbelor 
continuă a, întrebuința, în general, notația 'carteziană. Totuşi, sunt’ 
cazuri când notația vectorială întrebuințată pănă la capăt, dá formu- 
lelor o putere interpretativă pe care formulele “carteziene nu о au. 
Ca exemplu voiu cita cazul punctului greu în vid : 


#=@, 


ипде am însemnat cu g vectorul care determină acosleraţia gravi- 
tăţii (vector constant dirijat pe verticală tn jos). Ecuația precedentă se 
integrează imediat LENS i 
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(8 v=gi+ v, 
(9) ; = Tan ru, 


unde am însemnat cu v vitesa iniţială, presupunând că punctul por- 
neste din origine la momentul t = o. Formulele (8) şi (9) ne spun că 
atât vitesa v cât şi vectorul de poziţie ? pot lua valori foarte mari 
(pentru { foarte mare). Asa dar, traiectoria, va avea puncte Ја infinit, 
De altfel din (9) deducem că ea este o curbă algebrică de gradul al 
doilea, asa încât traiectoria va ti o conică cu puncte la infinit. Insă 
formula (8) ne arată cá proiecția pe orizontală a vitesei rimâne 
constantă, pe când cea verticală poate lua valori oricât de mari, de 
` unde deducem că traiectoria nu poate avea de cât asimptote verti- 
cale. Pe de altă parte, din (9) se vede că proiecția orizontală creşte 
de asemeni fără limită, asa că asimptota verticală este” îndepărtată 
la infinit : traiectoria este o parabolă. : 
Vom presupune cá б face unghiul а cu orizontul: -Dacă а este 
cuprins între zero şi т, :proiecţia pe verticală a lui ? ne dă chiar 
înălţimea, A a mobilului în funcţiune de timp : зу 


h=vtsina— fj, 
5 "envy 3 ; 
Se vede cá h începe prin a crește, atingându-și valoarea maximă W 
pentru valoarea 
__ Ue Sin a 
9 


tl 
à timpului. Vom avea ` 
pd 1 te Sin? à 
J Ea ELLAS. 
M aina 
Aceasta: este săgeata traiectoriei. Punctul A, cel mai urcat al parabolei, 
se va proiecta, pe orizontală, în punctul A! situat ']a distanța, 
у * | qi — 20 Sin a cos a К 
| SOUS is 
de О. Vom presupune « cuprins între, zero si 5 ceea ce evident nu par- 
ticularizează problema. Atunci expresia, lui d! este pozitivă. A 
) 5а considerám acum două momente pozitive t, si t, (t, > 4). Fie 
T, şi 7, valorile respective ale vectorului F. Vom avea: 


= 1 = = 
ту (2 — t) g + (06 — t) vo. 


Ne propunem a cerceta, dacă putem determina momentele t, şi 4, aşa 
fel în cât veclorul й, — №; să fie orizontal, In acest caz produsul sca- 
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lar (ñ, — 22) g va fi nul, în cât relaţia precedentă ne-ar da: 


1 e m 
y (& —t2)g (0—4) 00 
sau încă, 
g А 
5 lti +t) = 0,9 ѕіп а 
observând cá produsul scalar v, g este egal cu—v, g sin a. Deducem 
tut bn _% sina , 
Apc er t 
de unde scoatem pentru t, valoarea : 


t, —2t —t. 
Momentele t, si î, sunt simetric aşezate faţă, de momentul t/. Aşa dar, 


luând două momente t, şi t, simetrice față de t!, obținem vectorul E —? 
orizontal. i 


Mijlocul vectorului 7, — F, se proiectează pe orizontala originei 
O, într'un punct situat la distanţa care se obține proiectánd vectorul 
2, + Fa = Fi 


pe acea orizontală. Vom avea astfel 


А cosa + 2 Vo (1, — {,) cos œ = v i! cos « 
sau încă, 


Vo Sin a cos a 
9 


adică d’. Așa, dar, verticala vârfului A este chiar axa parabolei. De 
aici deducem imediat cá bătaia OB, adică coarda orizontală, trecând 
prin O, are valoarea: ` 


2q-— v; sin2« 
g 
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